Glava 6

Diferencijalne jednacine

6.1 Uvod

6.1.1 Osnovni pojmovi

Neka je F realna funkcija n + 2 promjenljive. Jednacina
F(z,y,y,...,4"™) =0, z € (a,b), (6.1)

gdje je y nepoznata n—puta diferencijabilna funkcija,naziva se diferencijalnom
jednaéinom reda n ako se u njoj obavezno pojavljuje funkcija y(™.
Ako je diferencijalna jednaéina data u obliku

y™ = f(z,9,9,...,y"), (6.2)

kazemo da ima normalni oblik.
Opste rjeSenje diferencijalne jednagine (6.1) je svaka funkcija

Y= y(x), T e ((l, b)

koja je data sa
G(z,y,C4,...,Cr) =0, (6.3)

gdje su C4,...,C, konstante tako da vazi

e y = y(z) je rjeSenje jednagine (6.1) na (a, b), to jest za y = y(z) jednagina
(6.1) postaje identitet na (a, b),

e eliminacijom konstanti Cy,...,C, iz (6.3) i izvodnih jednakosti do reda n
dobijamo samo diferencijalnu jednacinu (6.1).

Partikularno rjesSenje je svako rjeSenje koje se dobija iz opSteg rjeSenja za
konkretne vrijednosti bar jedne od konstanti C1,...,Ch.

Singularno rjeSenje je rieSenje koje se ne moze dobiti iz opsteg rjeSenja ni
za jednu vrijednost konstanti Cy,...,C,.
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Integralna kriva diferencijalne jednaéine je svako njeno partikularno ili
singularno rjeSenje posmatrano kao kriva y = y(z).
Uslovi
y(zo) = yo, ¥'(z0) = y1,-- -, 4" (@0) = Ya_1, (6.4)
se nazivaju pocetni uslovi. Problem (6.2), (6.4) se naziva KoSijev poéetni

problem reda n.
Problem

y' = flz,y)
y(zo) = yo,
je Kosijev poéetni problem prvog reda.
Napomenimo da se pored Ko§ijevog pocetnog problema u teoriji diferenci-
jalnih jednadina izuéavaju i graniéni problemi. Graniéni problemi su kompli-
kovaniji, a kao ilustraciju navodimo graniéni problem drugog reda.
Problem

(6.5)

y' = f(z,y,9)
y(a) = A, y(b) = B,

gdje su a i b krajnje tacke posmatranog intervala, a A i B dati realni brojevi se
naziva grani¢ni problem drugog reda.

Na kraju ove sekcije recimo i to da diferencijalne jednaéine opisuju razne
prirodne pojave. Tako na primjer, jednacina

(6.6)

y' = ky,
predstavlja model za Maltusov' zakon porasta populacije, dok su rjesenja Ermi-
tove? jednagine
y" - 2zy’' + 2py =0,

talasne funkcije kvantne mehanike.

6.1.2 Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja

U ovoj sekciji bavicemo se pitanjem egzistencije i jedinstvenosti rjesenja
diferencijalne jednaéine prvog reda. Taénije, baviéemo se pitanjem egzistencije
i jedinstvenosti rjeSenja Kosijevog problema (6.5).

DEFINICIJA 6.1. Neka je dat niz funkcija {fn(z)} definisanih na nekom
intervalu [a,b]. Ako vaZi

|[fa(2)] £ M za sve z € [a,b] i sven €N,

kazemo da je niz { fn(z)} uniformno ograniéen. Ako za za svako € > 0 postoji
é > 0 tako da vrijedi

|z1 — 22| < 0 == | fu(z1) — fa(z2)| < € za sve 21,25 € [a,b],n €N,

kazemo da je niz {fn(z)} podjednako neprekidan.

1 Thomas Robert Malthus (1766-1834), engleski demograf.
2Charles Hermite (1822-1901), francuski matematicar.
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Sljedeéa teorema je poznata kao teorema Arcela® i Askolija*

TEOREMA 6.1. Niz neprekidnih funkcija {fn.(z)} definisanih na [a,b] ima
konvergentan podniz ako i samo ako je uniformno ograniéen i podjednako
neprekidan.

Sljedeca teorema daje dovoljne uslove za egzistenciju rjesenja Kosijevog
pocetnog probelma prvog reda.

TEOREMA 6.2. Peanova teorema. Neka je funkcija f neprekidna u
oblasti
D = {($7y) : ’x—.’Eol < av[y'—yﬂl < b}

tada Kosijev problem (6.5) ima bar jedno rjesenje definisano na [xo—h,zo+h],

gdje je h = min{a, i} i M = sup|f(z,y)]
M D

Dokaz. Dovoljno je pokazati da jednaéina

x

y() = yo + / £t ()t (6.7)

Zo

ima rjeSenje na segmentu [zg — h, zg + Al.
Definisa¢emo niz {y,(z)} podjednako neprekidnih i uniformno ograni¢enih
funkcija na [zg, Zo + h] na sljedeéi naéin:

h
Yn(T) = Yo, T € 0,0+ 1,

h
T—n

Yn(z) = yo + / ftyn(t))dt, z € [‘”0 + %’mo +& ttl)h]

Zo
zak=1,2,...,n—1
Clanovi niza {y,(z)} su dobro definisani. Naime, indukcijom se lako za-
kljuéuje da vrijedi

b

lyn(z) — Yol < b, (6.8)

pa za svako n € N vrijedi (z, yn(z)) € D.
Osim toga iz (6.8) slijedi

lyn(z)] < b+ |yo|, n €N, z € [zg,z0 + A,

3Cesare Arzel (1847-1912), italijanski matematicar.
4Giulio Ascoli (1843-1896), italijanski matematicar.
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pa je niz {y,(z)} uniformno ogranicen.
Dalje, iz >
T1- % _
A

|yn(z1) — yn(22)] < / f(tvyﬂ(t)gt < Mz, — o, A

h
T2—4

zakljuGujemo da je posmatrani niz podjednako neprekidan. Na osnovu teoreme
Arzela i Ascolija niz {y,(z)} sadrzi konvergentan podniz {y,,(z)} koji konve-
rgira uniformno ka nekoj funkeiji z(z). Pokazacemo da je funkcija z(z) trazeno
rjeSenje. Vrijedi sljedece

(@) =w+ [ " Ft g (9)dt [ $m

T

Dalje,
kgr.;{loo / f(t, Yn,. (t))dt =0,
Jrop
23
jer
[ M
< T .
/ J(t yn, (8))dt -
B
g
Osim toga

Jim / ) = / Sttt

jer je funkcija f uniformno neprekidna na intervalu [zo,z¢ + h]. Na taj nagin
smo pokazali egzistenciju rjeSenja jednatine (6.7) odnosno Kosijevog problema
(6.5) na [zo, Zo + h], za interval [z — h, zo] dokaz se izvodi na slitan nacin. O

Vidjeli smo da neprekidnost funkcije f obezbjeduje egzistenciju rjeSenja
problema (6.5). Prirodno pitanje je kada je rjesenje Kosijevog problema jedi-
nstveno. Sljedeéi primjer pokazuje da neprekidnost funkcije f nije dovoljan
uslov da bi rjesenje bilo jedinstveno.

Primjer 248.

’ 2
y =3y3, y(0) = 0.
Lako je provjeriti da su rjeSenja datog problema na primjer funkcije
yl(m) = 1.33:” eR
(z+1)3, z<-1

ya(z) = 0, -1<z<1
(z —1)3, z>1.
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Ako se za funkciju f uvedu pored neprekidnosti i dodatni uslovi (Lipsicov®

uslov) moZe se obezbjediti i jedinstvenost rjesenja Kosijevog problema (6.5).
Sljedeéi rezultat je poznat kao teorema Pikara® i Lindelefa”.

TEOREMA 6.3. Neka je funkcija f neprekidna u oblasti
D = {(z,y) : |z — 20| < @, |y —yo| < b}
1 zadovoljava Lipsicov uslov po y, tj postoji konstanta L > 0 takva da je
|f(z,y1) = f(z,92)| < Lly1 — y2| 2a sve (z,11), (z,32) € D,

tada Koéijev problem (6.5) ima tacno jedno rjesenje definisano na [xo—h, zo+h],

gdje je h = min {a, i} i M = sup|f(z,v)|-
M D

Dokaz. Kao i u dokazu Peanove teoreme dovoljno je pokazati da jednaéina (6.7)
ima jedinstveno rjeSenje na segmentu [z¢ — h, zo + h].

PokaZimo prvo egzistenciju rjeSenja. Defini§imo niz funkcija {yn(z)} na sljedeéi
naéin:

Yo(z) = Yo, Yn(z) = Yo + / ’ f(t yn-1(t))dt, n € N. (6.9)

Niz {y.(z)} je dobro definisan.
Naime,

|Yn(2) — ol =

T
/ f(t, yn_l(t))dti < Mlzo — 3| < Mh <b
zo

za sve T € [xg — h,zo + h], n €N,
Dakle, (z,yn(z)) € D za sve x € [zg — h,zo + h], n € N.
Dalje, indukcijom dobijamo

ML Yz — o™
n!

[Yn () = Yn-1(2)| < , T € [wg—h,zo+h], neN. (6.10)

Sada imamo
n+ . .
2 MLz — z)

Yntp(@) — gn(@) < D

il !

i=n+1
odnosno MIz — ol
() = 9a(@)| €
Liz —xzo|  (Llz —z0l)* (Llz = zol)?
X(H nt2  (m+2)n+3) (n+2)---(n+p)>'

5Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), njemacki matematicar.
SCharles Emile Picard (1856-1941), francuski matematicar
"Ernst Leonard Lindelf (1870-1946, Helsinki), finski matematicar
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Dakle,
ML™x — x| t! 1
Iyn+p(x) - yn(x)l < Tl

e (6.11)

n+2

Ako u posljednjoj nejednakosti pustimo da n,p — +oco dobijamo, na osnovu
Kosijevog kriterijuma, da niz funkcija {y,(z)} uniformno konvergira.
Neka je liIE yn(z) = 2z(z). Tada zbog (6.11) imamo

n~+-00

| (@) < ML™z — zo|™t! n+2
#(z) —yn(2)| < Lin+1)!  n+2- Lz — x|

,n?_ng.

Pokazimo da je z(z) rjeSenje Kosijevog problema (6.5).
Vrijedi sljedece

() — @) + [ (F(6vn-s(6) — £t z(t)))dt’ ,

0

T) = Yo — / : f(t, .z(t))dt’ =

pa je

/m:(yn_l(t) - z(t))dt' .

0)=wn— [ S| < on(e) ~ o)) + L
To
Neka je € > 0, tada postoji ng € N takav da vrijedi

lyn(z) — 2(z)| < % za sve n > ng

|Yn—-1(z) — 2(z)] < 5T h za sve 1 > ny.

Dakle, imamo

€ €
— - — — <
- Yo / f@,z(t dt‘ 5 +L/ 2Lhdt 2Lh|x zol <€

Znagi, )
z(z) = yo +/ Ft, 2(t))dt

Pokazimo da je z jedinstveno rjeSenje.
Neka su z; i 2o dva razli¢ita rjeSenja problema (6.5). Stavimo

9(z) = (21(z) — 22(2))?, = € [0, 70 + .

Imamo

’

g () = 2z (2) - 22()) (21 () — (),

pa je )
lg ()| < 2Lg(z).
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Odavde je

(g(:c)e'zr‘(z'z")) < 0 za sve x € [zg, g + A,
pa integracijom slijedi

9(z) < g(zo) za sve x € [zo,zo + h].

Dakle, g(z) = 0 za sve 1 > xy.
Ako je z < my stavimo t = 2z9 — z i ponovimo prethodni postupak. O

Napomena 6.1. Metod opisan u dokazu prethodne teoreme poznat je kao metod
sukcesivnih aproksimacija.

Primjer 249.

’

y(z)=y> -2 +1, y(0) =0.

Koriste¢i metod sukecesivnih aproksimacija dobijamo
T
(@) =0, (@) = [ ()~ + it n N,
0

Za prva tri ¢lana niza {y,(z)} imamo:

T :1:3
mm=fu—ﬁﬁ=w~ﬁ
0 3

x £\ 2 ) 205 o7
= — =) - +1|dt=2—- =+,
Ya(z) /0 [(t 3) + T

@ 25 ¢T\? 407 220
ys(z =/ <t~——+-> ~t2+1
) o { 15 ' 63

dt =1 — ﬁ -+ gﬁﬁ‘
4$ll 4$13 ‘,E15
to457 ~ 12285 | 59535°

Koristedi indukciju pokazuje se

yn(z) =z + o(z? 1),
pa vazi
lim y,(z) ==z.

n—+oo
Prema tome jedno rjeSenje datog problema je funkcija y(z) = .
Primjeri u kojima se moZe naéi rjeSenje na ovaj nacin su rijetki. Ipak,

metod sukcesivnih aproksimacija je znacajan zbog efikasnog koristenja u teori-
jske svrhe.
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Primjer 250. Pokazati da pri uslovima teoreme 6.3 za niz sukcesivnih aproksi-
macija (6.9) i rjesenje z(z) problema (6.5) vazi nejednakost

L'nhn-H
|2(z) — yn(z)| < Mm, z€[rg—h,zo+h],n=0,1,2,... (6.12)
Rjesenje. Formirajmo red
+oo
Yo(z) + Z[yn(x) — Yn-1()], (6.13)
n=1

njegova n—ta parcijalna suma je y,(z). Prema nejednakosti (6.10), opsti ¢lan
reda (6.13) se moZe majorirati opstim ¢lanom konvegentnog reda, pa po Va-
jerstrasovom kriterijumu ovaj red uniformno konvergira ka nekoj funkeiji z(z),
pa i funkcionalni niz {y,(z)}, z € [®o—h, zo+h] uniformno konvergira ka funkciji
z(x). Zbog neprekidnosti ¢lanova ovog niza, funkcija z(z) je neprekidna, pa je
z(z) neprekidno rjeSenje integralne jednagine (6.9). Koristeéi Lipsicov uslov,
imamo

T

|2(z) — yn(2)] < /[f(taZ(t)) — F(t, yn-1(2))]dt

<L [ 129 - yomr (9.
T

Iz ove nejednakosti, matematickom indukcijom dobijamo nejednakost (6.12). Za
n =0,

|2(z) - yo(z)| < / F(t, 2(8))dt| < Mz — o],

To
iz induktivne pretpostavke
LnIIL‘ _ iBOIn_H
|2(z) — yn(2)] < MW’
slijedi
Ln|t — xoln—f—l _ Ln+1].’L' . $O|n+2

|2($)~yn+1($)|§L/M (n+1)! (n+2)!

=10

6.2 Diferencijalne jednacine prvog reda

Diferencijalne jednacine ¢ija se rjeSenja mogu izraziti pomocéu konaénog broja
elementarnih funkcija i njihovih integrala su malobrojne. Ipak, te jednacine
su znalajne, jer su prva saznanja o diferencijalnim jednainama nastala od
proucavanja upravo tih tipova diferencijalnih jednaéina. Prilikom njihovog rjesa-
vanja uvijek se koristila integracija, pa se takve diferencijalne jednaéine nazivaju
integrabilne diferencijalne jednacine.



6 Diferencijalne jednacine 281

6.2.1 Jednacina sa razdvojenim promjenljivim
Jednagéina oblika

f(z)dz + g(y)dy = 0, (6.14)

gdje su f i g neprekidne funkcije na (a,b) naziva se jednacinom sa razdvo-
jenim promjenljivim. Opste rjeSenje jednagine (6.14) je

[t@as+ [ say=c.
Primjer 251. Rijesiti diferencijalnu jednac¢inu
@+ 1)y =y* +1,

Rjesenje. Datu jednaginu moZemo pisati u obliku

dy drz
14+y2 1422 7
odakle je
arctgy — arctgz = C,
pa je

tg(arctgy — arctgz) = tg C.
Ako stavimo Cy = tg C i iskoristimo formulu

tga —tg

tg(a—f) = 1+tgatgs’

dobijamo
y—r
1+zy

Ch.
Dakle, opste rjesenje je
14+zy)Ci—y+z=0.
Primjer 252. Nadi funkciju f koja zadovoljava sljedeéu funkcionalnu jednaéinu

_ f=@)+ 1)
ﬂw+w—1_f@ﬁ@y (6.15)

ako se zna da postoji f(0).
Rjesenje. Kako postoji f'(0), funkcija f je definisana i neprekidna u nekoj
okolini tacke z = 0. Ako u (6.15) uvrstimo y = 0 dobijamo

(1+ %)) £(0) =0,
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odakle je f(0) = 0. Kako je zbog (6.15)

fety)—f@) _fy) 1+ ()
y y 11— f(z)f(y)’

kada pustimo y — 0 dobijamo
f'(z) = f(0)1+ f2(2)),
a ovo je jednaéina sa razdvojenim promjenljivim. Njeno opste rjeSenje je

f(z) = tg(f'(0)z + C).

6.2.2 Homogena jednacina

Homogena diferencijalna jednagina je

gdje je f neprekidna funkcija na (a, b).
Ako je
ft)=t, zasvet€ (a,b),

tada imamo jednaéinu sa razdvojenim promjenljivim

dy dz

y oz
" Njeno opste rjesenje je

y = Cx.

Ako je
f(to) =19, za neko ty € (a,b),

tada je funkcija y(z) = toz + C rjeSenje jednagine (6.16).
Na kraju prepostavimo da je

f(t) #t, zasvet€ (a,b).

Uvodeéi smjenu

dobijamo
Y (z) = 2(z) + z2'(z),

pa jednagina (6.16) postaje
2tz = f(2),
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to jest jednacina sa razdvojenim promjenljivim

Njeno opste rjesenje je

=]

Napomena 6.2. Jednaéina

;L a1z + bly “+C s
y= 02$+bzy+02

u slué¢aju da je
an b1
as bz

#0,

se smjenom
rT=u+a,y=v+p0

svodi na homogenu jednaé¢inu, gdje su i § takvi da je
aa+bif+c =0

azc +boff +c3 = 0.

U slutaju da je
ar b

ay by =0,

onda se data jednacina smjenom u = a;z + b1y svodi na homogenu.
Primjer 253. Rijesiti jednacinu

dy z+y—3

de —z+y+1

Rjesenje. Kako je

koristimo smjenu
' r=u+to, y=v+p,

gdje je
a+p-3=0
—a+p+1=0.

Dakle,
r=u+2, y=v+1,



284 6.2 Diferencijalne jednacine prvog reda

pa imamo
dv _utvw
du  —u+v’
dv  1+2
du -1+

Koristeéi smjenu v = zu dobijamo

z—1 » du_o
142z — 22 u

Odavde slijedi
w?(1+22-2%)=C,

pa je
22422y —y? — 6z -2y =Cy, (C—7=0C)).

Napomena 6.3. Nekada se jednacina smjenom y = 2™ moZe svesti na homogenu.
Broj m je obi¢no nepoznat. Da bi ga nasli, treba da dobijena jednaéina nakon
ove smjene bude homogena, ako je to mogude.
Primjer 254. Rijesiti jednacinu

22y’ = o® + zy. (6.17)

Rjesenje. Odredimo m tako da se smjenom y = 2™ jednagina (6.17) transfo-
formise u homogenu. Dobijamo

2ma?z™ Y = 28T 4 g™,
da bi ova jednaéina bila homogena potrebno je da vazi

24+(m—-1)=3m=1+m,

. 1 . . .
pajem = 3 Prema tome, imamo homogenu jednacinu

RjeSavajuéi ovu jednaéinu i vradajuéi y dobijamo opste rjeSenje jednaéine (6.17)

z=—y*InCz.

Jednagéina (6.17) ima singularno rjesenje y = 0.
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pa imamo
c(z) =c+ /q(w)efp(m)dmd:n,
Sto implicira (6.19).

ITI Metoda neodredenih funkcija (Bernuli).
RjeSenje se trazi u obliku proizvoda dvije funkcije u(z) i v(z). Kako je

u(z)'v(z) + u(z)[V' () + p(z)v(z)] = q(),
odredimo v(z) iz uslova v'(z) + p(z)v(z) = 0. Dobijamo da je

v(z) = e~ [ P(@)dz,
Kako je v/(z)v(z) = q(z), vazi -
u(z) =C+ /q(z)efp(w)dmdz.

Mnozenjem funkcija u(z) i v(z) dobijamo opste riesenje (6.19).
Primjer 255. Rijesti jednaginu zy’ +y = 2%,z > 0,a € R.
Rjesenje. Iz formule (6.19) dobijamo

m(Z

e_ 2L
1 z a+l a7 -1,
yz—(c——/m“dm)z
z c—Inz
, a=-—1.
T

Y _ 1
. dz  zf(y)+9(y)
Rjesenje. Datu jednatinu mozemo pisati u obliku

35;— — 2f(y) = 9(v),

Primjer 256. Rijesiti jednacinu

a ovo je linearna jednaéina u odnosu na inverznu funkciju z = z(y) trazene
funkcije y = y(z). Koristeéi formulu (6.19) dobijamo

7 = f fWdy (C’ + /g(y)e‘ff(y)dydy) _

Primjer 257. Nadi opste rjeSenje diferencijalne jednacine

(2z+ 1)y’ —4e™¥ +2=0.

Rjesenje. Mnozenjem jednagine sa e¥ dobijamo

(2z 4+ 1)y'e¥ — 4+ 2e¥ = 0.
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6.2.3 Linearna jednacina prvog reda

Diferencijalna jednagina

¥ +p(x)y = q(2), (6.18)

gdje su p i ¢ neprekidne funkcije na (a,b) naziva se linearnom jednaéinom
prvog reda. Ako je q(z) = 0,z € (a,b), jednacina (6.18) je homogena linearna
diferencijalna jednaé¢ina. Opste rjeSenje jednacine (6.18) je

y=e JP@)de (C+/q(x)ef”(“’)d“dz) . (6.19)

Linearna diferencijalna jednaéina se moze rjesavati na vise nacina. IzloZiéemo
tri postupka za rjesavanje.

I Metoda integracionog faktora (Ojler).
Iz (6.18), mozenjem sa ef ?(*)4% jmamo

y'el P@dT o ppyyel P = o(p)ef Pl@)dz

to jest
/
(yemx)dw) = ¢(z)e/ P@)dz,
pa je
yel @) _ ¢ 4 / o(z)el P@),
a odavde slijedi (6.19).

IT Metoda varijacije konstanti (Lagranz).
Opéte rjesenje homogene linearne jednacine

Y +p(x)y =0,

jey = ce~ I P(@)4%  yariramo konstantu ¢ neprekidno diferencijabilnom
funkcijom ¢(z), tako da funkcija

y = c(z)e” S Pz
bude rjesenje jednacine (6.18). Kako je

y +pa(z)y = d (z)e” I 7@,

dobijamo da je
c’(x) - q(x)efp(m)dz,
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Uvodeéi smjenu z(y) = e¥, dobijamo linearnu jednaéinu
2z + 1)z +2z =4.
Njeno opste rjesenje je

C+4zx
2¢+1’°

z(z) =
pa je opste rjeSenje polazne jednaéine
(2z + 1)e¥ =C +4=.

6.2.4 Bernulijeva jednacina

Diferencijalna jednacina oblika

¥ + p(x)y = q(x)y*, (6.20)

gdje su p i g neprekidne funkcije na (a,b), a @ € R je Bernulijeva jednaéina.
Za o =0 1ili @ =1 to je linearna diferencijalna jednacina. Pretpostavimo da je
o #01ias# 1. Uvedimo smjenu

y=2F k+#£0.
Jednagina (6.20) tada postaje
k2’2571 4 p(2)2* = q(z)2°F,
pa je

p@) _ 4=) ek
zZ+ A Z = A z .

Posljednja jednagina je linearna za

ak—k+1=0,
to jest za
1
k= —.
l-—«
Dakle, smjenom
1
y=zT-%a,

jednagina (6.20) se svodi na linearnu.

Primjer 258. Rijesiti jednaéinu y’ + 2y = e®y>.
Rjesenje. Ovde je o = 2, pa koristimo smjenu y = z~*. Sada dobijamo

—2727 4227 = e®272
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odavde je
T

2 =2z = —¢€",
a ovo je linearna diferencijalna jednaéina. Njeno opste rjeSenje je

z = e® 4+ Ce?®.

Dakle, opste rjesenje date jednacine je

1
Y= Ce rem
Primjer 259. Jednacina oblika
M(z,y)dz + N(x y)dy + P(z,y)(zdy — yda:) =0, (6.21)
! ‘!’ ::'
gdjesu M i N homogene T"nkcue stepena homowﬁeta a, a P homogena :Q\:j
funkcija stepena homog\ }meta B, tj, vazi i{’a
N

M(tz,ty) = t*M(z,y), N(te,ty) =t*N(z,y), P(tz,ty) =1"P(z,y),
naziva se Darbuova® diferencijalna jednaéina.

e Akoje f—a+2#0if—-a+1%#0, jednadina (6.21) se smjenom
y(z) = zz(z), gdje je z(z) nova nepoznata funkcija, svodi na Bernulijevu
diferencijalnu jednaéinu.

e Ako je B — a+ 2 =0, jednatina (6.21) je linearna.
e Ako je 8 — a+ 1 =0, jednaéina (6.21) je homogena.

Odrediti opste rjesenje jednagine (z2 — y2)dz + zydy + yz?(zdy — ydz) = 0.
Rjesenje. Ovde je @ = 2,0 = 3, pa smjenom y = zz dobijamo Bernulijevu
jednaginu,

z + 2z = —zz°.

Ova jednagina se smjenom z 2 = v transformise u linearnu

v — 2zv = 2z,

2
koja ima opSte rjeSenje v = Ce=? — 1. Opste rjesenje date jednaéine je

1 2
—§'=C€%§—1.
T

8 Jean-Gaston Darboux (1842-1917), francuski matematicar.
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6.2.5 Rikatijeva jednacina

Diferencijalna jednagina

v +p(@)y’ +q@)y+r(z) =0, (6.22)

gdje su p, ¢ i r neprekidne funkcije definisane na (a,b) naziva se Rikatijeva®
jednacina. Ako su funkcije p, ¢ i r konstante, (6.22) je jednatina sa razdvojenim
promjenljivim i njeno opéte rjeSenje je

d
C — T = / _"‘é”—_zl‘—""“".
py“+qu-+r
Jednatina (6.22) u opStem sluéaju se ne moze rijesiti pomoéu kona¢nog broja
integracija. U slu¢aju da je poznato jedno njeno partikularno rjesenje y;, Rikati-
jeva jednacina se moze rijesiti koristeéi smjenu
y(z) = y1(z) + 2(x).
Tada (6.22) postaje
n +2 +p@)(U7 + 212+ 2%) + q(@) (1 + 2) + 7(2).
Kako je y; rjesenje date jednacine dobijamo
2+ p(x)(2y1 + 2%) + q(z)z = 0,

to jest
2+ (2p(z)y: +q(2))z = —p(2)2,
a ovo je Bernulijeva diferencijalna jednacina.

Primjer 260. Rijesiti jedna¢inu ' — y? + 2e®y = €2* + €%, ako je njeno parti-
kularno rjeSenje y; = €.
Rjesenje. Koristeéi smjenu

y=¢e*+z
dobijamo
2 =22
Odavde je
1
—— =z —C,
z
pa imamo
1
Z =
C—-z
Opéte rjesSenje date jednacine je
=e" + .
y C—-xz

9Jacopo Francesco Riccati (1676-1754), italijanski matematicar.
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Napomena 6.4. Simjenom
1
y=1imn-+ "Z'v
jednatina (6.22) se svodi na linearnu diferencijalnu jednaéinu
2 = (2p(@)yr + q(2))y = p(=).

Pretpostavimo sada da su y; i y2 dva partikularna rjeSenja jednaéine (6.22),
koriste¢i jednakost

y, = —p(2)y} — a(z)y — r(z),

jednaéinu (6.22) mozemo predstaviti u obliku

(y =) — —p(z _r
Y p(@)(y +y1) — (),
to jest
(In(y — y1))" = —p(@)(y + 1) — q(2). (6.23)

Za drugo partikularno rjeSenje y» analogno dobijamo
(In(y — y2))' = —p(z)(y + y2) — q(). (6.24)

Iz jednacina (6.23) i (6.24) dobijamo

(ln %—}g—;) = (@) (2 — ),

pa je

z = z; = Cexp </P(-’13)(y2(33) - yl(CE))d:C) , (6.25)

opste rjeSenje jednacine (6.22).

Primjer 261. Jednaina y' = ; — ¢?, ima partikularna rjeSenja
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6.2.6 Jednacine Lagranza i Klera

Jednagina LagranZa ima oblik

y = zp(y) +¥(y), (6.26)

gdje su ¢ i ¢ diferencijabilne funkcije.
Pretpostavimo da funkcija ¢ nije identiéko preslikavanje. Stavljajuéi v' = p,
diferencirajuéi po z i koristeéi jednakost dy = pdz dobijamo linearnu jednaéinu
dz ¢'p) _ ¥p)

A B

Neka je njeno opste rjesuje
z=g(p,C),

smjenom u (6.26) dobijamo

y = g(p, C)p(p) + ¥ (p).

Prema tome,
T = g(pa C),

y = g(p, C)p(p) +¥(p),

Jje opéte rjesenje jednacine (6.26).

Primjer 262. Rijesiti jedna¢inu y = 22y’ +Ilny’.
Rjesenje. Stavimo y’ = p, tada je y = 2zp + lnp. Diferencirajuéi dobijamo

d
pdx = 2pdx + 2zdp + —pB,

a odavde je
dz 2 1
dp p p?
Ovo je linearna jednacina. Njeno opste rjesenje je
o c 1
P p
Dakle, opste rjesenje date jednacine je
C 1
T=— — -
P p
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Jednagina Klera 1° ima oblik

y=xy +9(y). (6.27)

Ona se rjeSava koristedi isti postupak kao i kod LagranZove jednacine. Opste

rjeSenje Klerove jednaéine je

y = Cz +9(C).
Klerova jednatina ima i singularno rjesenje dato sa
y=zp+Y(p),

s+’ =0 DCz-¥ph)

1
Primjer 263. Rijesiti jednacinu y = zy’ + 5

Yy
Rjesenje. Stavljajuéi y' = p, dobijamo

1
Y =xp-+ %
Diferencirajuéi posljednju jednac¢inu i zamjenjujuéi dy sa pdx imamo
d
pdz = pdz + xzdp — p_é)’

odavde je

1

Iz dp = 0, to jest p = C dobijamo opste rjesenje

1
y=Cz+ Yok
Dalje, iz )
T - o0 =0,
imamo 1
= gl
Eliminiduéi p iz te jednacine i iz jednaéine
1
y=ap+g,
dobijamo
y? = 2z.

Ovo je takode rjedenje (singularno) date jednacine.

10 Alexis Claude de Clairaut (1713-1765), francuski matematicar.
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Primjer 264. Odrediti krive koje imaju osobinu da je proizvod rastojanja od
dvije stalne tacke do njihove proizvoljne tangente stalan i jednak b2.

Rjesenje. Neka su M;(—c,0) i Ms(c,0) dvije fiksirane tacke. Jednaéina tangente
na krivu y = f(z) u tacki (z,y) je

Y——y:y'(X—:L'),
pa je rastojanje tacke M; do tangente dato sa

& = ly —y'(z + )|
N gy

analogno za rastojanje do tacke M; je
o lmvG-al
Prema uslovu zadatka je dyds = b2, pa dobijamo
lv* = 22y’ +y%0® — y%?| = b2 (L + ).

Odavde dobijamo dvije Klerove jednacine

1
2

y=ay + (3,('2(132 +c%)+ 62)
Opéta rjesenja su
1
y=kx+ (kza —HJZ)2 ,

gdje smo stavili b2 + ¢ = a? i k je proizvoljna konstanta. Singularna rjeSenja
dobijamo eliminacijom parametra t iz

z = +ta®(t%a® + b2)“%,y =gt + (2a® + b?) 3.

ORORS

6.3 Diferencijalne jednacine viSeg reda

Dobija se jednaéina elipse

6.3.1 Homogena jednacina
DEFINICIJA 6.2. Diferencijalna jednacina
¥ ™ +p @)y + - 4 o1 (@)Y + pa(@)y = q(a), T € (a,b),  (6.28)

je linearna diferencijalnae jednacina reda n.
Ako je ¢ =0 na (a,b) to jest,

y™ 4 p1(@)y "D 4 pasi(@)y + pa(@)y =0, z € (a,b), (6.29)

kazemo da se radi o homogenoj jednacini, v suprotnom je nehomogena
jednacina.
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Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja diferencijalne jednacine (6.28) su date
sljedeéom teoremom.

TEOREMA 6.4. Ako su funkcije q,p1,p2,...,pn neprekidne na (a,b), tada
za svako xo € (a,b) postoji jedinstveno rieienje y diferencijalne jednacine (6.28)
definisano na (a,b) koje zadovoljava uslove

y(z0) = vo, ¥ (€0) = Yo, -- -,y (zo) =y,

gdje su yo, yé), cee y((]"_l), dati realni brojevi.

Primjetimo da je kod diferencijalne jednaéine (6.28) neprekidnost koeficije-
nata dovoljna za egzistenciju i jedinstvenost rjedenja Kosijevog pocetnog pro-
blema na cijelom intervalu (a, b), dok smo kod Peanove teoreme odnosno Pikar-
Lindelefove teoreme imali egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja u nekoj okolini
tacke xzg.

DEFINICIJA 6.3. Neka su date funkcije pi,pa,...,pn. Simbol L] oznadava
diferencijalni operator,

Lly) = y™ +pi(@)y™ ™D + -+ pasr(@)y +pal@)y.
Sada diferencijalne jednagine (6.28) i (6.29) moZemo pisati u obliku
Liyl =q(z) 1 Llg]=0, z€(a,b).
Operator L[ ] je linearan, to jest vrijedi
LiCy = CLl), C € R,

Llys + yo] = Lly1] + Llya].
Na osnovu ove dvije osobine imamo da je
LCiyr + Cayz + -+ + Cuyn] = CLLy1] + CoLfye] + -+ + Cp Lyl

Clac2,--.,Cn ER
Prema tome, vrijedi sljedeta teorema.

TEOREMA 6.5. Ako suy1,Y2,...,Yn rjeSenja diferencijalne jednacine (6.29)
tada je i y = Cryy + Caye + - - - + Cryn njeno rjedenje.

Na osnovu prethodne teoreme zaklju¢ujemo da moZemo dobiti nova rjesenja
jednacine (6.29) ako znamo neka njena rjeSenja. To namedée potrebu da se odredi
skup rjeSenja kod koga se nijedno rjeSenje ne moze dobiti preko ostalih rjesenja.
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U vezi sa ovim imamo sljede¢u definiciju.

DEFINICIJA 6.4. Za funkcije y1,...,Yn kaZemo da su linearno zavisne
na (a,b) ako postoje konstante A1, ...\, od kojih je bar jedna razli¢ita od nule,
takve da je na (a,b),

Ako je identitet (6.30) zadovoljen samo za Ay = -+ = A\, = 0, kaZemo da su
funkcije y1, ..., yn linearno nezavisne na (a,b).

Primjer 265. Funkcije y;(z) = z, y2(z) =2z + 1 i y3(z) = 7z + 2 su linearno
zavisne na skupu R, jer je

ys3(z) — 2y2(z) — 3y1(z) =0,z € R.

DEFINICIJA 6.5. Neka su y1,...,Yn, 1 — 1 puta diferencijabilne funkcije.
Determinanta

() ya(@) Yn(z)
%i(z) Ya(z) Yn ()
W(yla"-7yn;$): : . :
-1 -1 -1
w @)y e W @)
se naziva Vronskijevom!'! determinantom ili Vronskijan. f":;
TEOREMA 6.6. Funkcije y1,...,Yyn su linearno nezavisna rjesenje—difere- — «

ncijalnejednatine (6-29)_na (a,b)-ako i samo ako je

W(y1,...,Un;z) #0 za sve z € (a,b).

Dokaz. Pretpostavinio dasu poSmatrana, rjeSenja linearno nezavisna ali da posto-
ji zo € (a,b) takvo da je W(zp) = 0. Sada slijedi da sistem homogenih alge-
barskih jednagina

Ciy1(zo) + Caya(zo) + - + Cryn(zg) = 0
Ciyy (zo0) + Caya(wo) + - + Cnyp(zo) = 0
(6.31)
Cryi™ ) (20) + Cond™ V(@) + -+ + Coy" D(wo) = 0

11 36zef Maria Hoene-Wron’ski (1776-1853), poljski matematicar.
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¢ija je determinanta W (zp) ima rjesenje Cy,Cs,...,C, u kome nisu svi C;,i =
1,2,...,n jednaki nuli. Formirajmo rjeSenje

z(z) = Cry1(z) + Caya(z) + -+ + Cuyn(),
zbog (6.31) ono zadovoljava pocetne uslove
2(zo) = 0,2/ (z0) =0, ... ,z(“‘l)(xo) =0.

Iste uslove ispunjava i rjeSenje h(t) = 0. Sada na osnovu jedinstvenosti rjeSenja
pocetnog problema (teorema 6.4) dobijamo

Ciyi(z) + Caya(z) + -+ - + Cryn(z) = 0 za sve z € (a,b),

8to je u suprotnosti sa pretpostavkom da su yi(z),y2(z),...,yn(z) linearno
nezavisna rjeSenje.

Obrnuto. Neka je W(z) # 0 za sve x € (a,b). Ako y1(z), y2(z),...,yn(x) ne bi
bila linearno nezavisna rjeSenja na (a,b) postojale bi konstante Cy,Cs,...,Cy,
(C2+C2%+---+C2 #0) takve da za svako z € (a,b) vazi

Ciyi(@) + Coya(@) + -+ Coyn(z) = 0
C1y1(z) + Caya(@) + -+ + Cagn(z) = 0
: (6.32)
Cry{" V(@) + Co* V(@) + -+ Cap V(@) = 0.
Za fiksirano zq € (a, b) sistem (6.32) je sistem homogenih algebarskih jednagina
¢ija je determinanta W(zg) # 0, pa je C; = Cy = --- = C}, = 0 jedino rjeSenje
tog sistema. Prema tome, y1(z), y2(z), . . ., yn(z) su linearno nezavisna rjesenja.
O
Primjer 266. Pokaati da su funkcije 1,z,z2,...,2" ! linearno nezavisne na
R.
Rjesenje. Za Vronskijevu determinantu ovih funkcija vazi
1 z z2 .- zn1
0 1 2z .- (n—1)z"2
W=[0 0 2 -+ (n=-1)(n-2)z"3 |=12...(n-1)!#0.
00 0 - (n—1)!

Da. bi se ispitala linearna zavisnost rjeSenja diferencijalne jednacine (6.29),
obiéno se koristi formula Liuvilal? i Abela, data sljede¢om teoremom.

TEOREMA 6.7. Neka su y1,...,yn rjeSenja diferencijalne jednaéine (6.29) 4
zo € (a,b), tada je

T

Wy, s yn;x) = WY1, -, Yn; To) €XP (—/ pl(t)dt) , T € {a,b).

0

12 Joseph Liouville (1809-1882), francuski matematicar.
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TEOREMA 6.8. Ako su y1,...,yn su linearno nezavisna rjedenje diferenci-
jalne jednacine (6.29), tada je

y=Ciy1 + -+ Cpyn
njeno opste rjesenge.

Dakle, da bi odredili opste rjesenje diferencijalne jednacine (6.29) dovoljno je
da znamo n njenih linearno nezavisnih rjesenja. U sluéaju da se radi o jednaéini
reda 2, dovoljno je da znamo jedno njeno partikularno rjesenje.

TEOREMA 6.9. Liuvilova formula. Ako je y; netrivijalno partikularno
rjedenje diferencijalne jednacine

Y’ +p1(@)y +p2(z)y =0,

tada je

(o) =11(0) [ s e (~ JECE (6.33)

1

partikularno rjeSenje date jednadine, linearno nezavisno od y;.

Dokaz. Neka je y; jedno partikularno rjeSenje jednacine
y" +p1(z)y + p2(z)y = 0.

Uvedimo smjenu
Y=l
Dobijamo ,
2" + 2y, + piy1)2’ =0,

2 ’
. (ﬁa +p1)
Y1

Ako stavimo z’' = u, imamo
[ n
u(x) ! exp( /p (a:)da:)
= — 1 .
yi(z)

2(z) = / E%a;)-exp (— / pl(a:)dz) da.

RjeSenja y; 1 y2 su nezavisna jer je g_z_ # const. |
1

pa dobijamo

Odavde je
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Primjer 267. Nadi opste rjeSenje jednacine zy”+2y' +zy = 0, ako jey; = st m,
z

njeno partikularno rjeSenje.
Rjesenje. Koristimo Liuvilovu formulu. Za partikularno rjeSenje yo je

sinx 1 2
Yo = “"“m—— ey exp (-‘ / ——d:L‘) d.’E,
=5 X

. 2 .
d
vy = sm:c/ T exp(—21n7)dz = sm;v/ g _ _cosm‘

T sin® z T sin“ x T

Dakle, opste rjedenje je

6.3.2 Nehomogena jednacina. Metoda varijacije konstanti

Neka je yj, opSte rjeSenje homogene diferencijalne jednacine (6.29), a y,
partikularno rjeSenje nehomogene diferencijalne jednacine (6.28), tada je

Liya] =0 1 Llyp] = q(=),
pa kako je operator L[] linearan imamo

Llyn + yp| = q(z).

Na osnovu ovoga zaklju¢ujemo da je y = yp + y, rjeSenje nehomogene diferenci-
jalne jednacine (6.28). Dalje, kako je y, = y — yp, eliminacijom konstanti iz yj
i odgovarajuéih izvodnih jednakosti dobija se samo homogena jednacina. Isto
tako eliminacijom konstanti iz y i odgovarajuéih izvodnih jednakosti dobija se
samo nehomogena jednacina. Dakle, vrijedi sljedeéa teorema.

TEOREMA 6.10. Neka je yp, opste rjesenje jednacine (6.29), a vy, partiku-
larno rjesenje jednacine (6.28), tada je y = yn + yp opSte rjeSenje jednacine
(6.28).

Metoda pomoéu koga se polazec¢i od opsteg rjeSenja diferencijalne jednadine
(6.29) dolazi do partikularnog rjeSenja diferencijalne jednagine (6.28) je poznata
kao metoda varijacije konstanti.




6 Diferencijalne jednaéine 299

TEOREMA 6.11. Neka su y1,Ys, - - - ,Yn linearno nezavisna rjeienja difere-
ncijalne jednacine (6.29). Opste rjesenje diferencijalne jednacine (6.28) je dato
sa

y = Ci(@)y(z) + Co(2)y2(z) + -+ + Ca(z)yn (),

pri Cemu je,

Wiy, 92, - --,yn;w)dx

O’i = 3
(m) W(ylay27"‘7yn;x)

gdje je W(y1,y2,...,yn;z) Wronskijeva determinanta, a Wi(y1,%2,--.,Yn;T)
je determinanta koja se dobije od Wronskijeve determinante kada se i—ta

kolona zamijeni sa kolonom [0,0,...,0,q(z)] .

Dokaz. Neka su y;(z), y2(), - . ., yn(z) linearno nezavisna rjeSenja diferencijalne

jednagine (6.29). Odrediéemo funkeije C1(z), Ca(z),...,Crh(z) takve da je
y(@) = Ci(z)y1(z) + Ca(@)y2(z) + - - + Cr()yn(z), (6.34)

partikularno rjesenje diferencijalne jednacine (6.28).
Diferenciranjem u (6.34) dobijamo

Y (z) = (C(@)y1 (@) + Co(@)ya(@) + - + Cp ()yn(2))+
H(C1(@)y1 (@) + Ca(@)ya(@) + - + Cu(@)y, (2)).
Postavimo uslov
Cy(2)y1(z) + Cy(@)ya(@) + - - + Cp(2)yn (@) = 0.

Sada je ) , )
Y (z) = Ci(z)ys (2) + Ca(@)ya(2) + -+ + Cu(@)yn (@),

pa je , , , , ; '
y"(z) = (C1(2)y1(z) + Ca(@)ya(2) + -+ + Cp(2)yn (2))+

+(C1(@)y; (z) + Ca(@)ys (@) + - + Cu(@)yn (@)).
postavimo sada uslov
Ci(@)y1(2) + Co(@)ya(®) + -+ + Cr(@)yn(a) = 0.
Tada imamo
y"(z) = Cr(@)y; (z) + Ca(@)y; (2) + - + Cul@)yn (@)-
Nastavljajuéi ovaj postupak do n — 1 prvog izvoda dobijamo

y® = C1 @)y (@) + Ca(@)y (@) + -+ + Cu(2)yP) (),
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k=1,2,...,n—1. Za n—ti izvod imamo
y™ = (Cy(@)y" ™ (@) + Ch@)y" V(@) + -+ + Culw) YV (2))+

HCu(2)y™ (@) + Co(@)ys™ (@) + - + Co(@)y( ().

Uvrstavajuéi y®), k = 1,2,...,n u diferencijalnu jednacinu (6.28) i koristedi
¢injenicu da su y;(z),y2(z), ..., yn(x) rjeSenja diferencijalne jednaline (6.29)
dobijamo

Cy(2)y" ™D (@) + Co(@)ys™ ™ (@) + - + Cu(2) vV () = q(x)-
Dakle, imamo sistem
Ci(@)y1 (@) + Cy(2)ya(z) + -+ + Cn(2) yn(z) = 0

Ci(@)y (@) + Co(@)ya(e) + -+ + Cn(@) Yo () = 0

C @)y (@) + Co(@)ys" P (@) + - + Cn(2) y 2 (2) = 0
Oy @)y V(@) + Ca(@)ys" V(@) + -+ + Cul2) y&V (2) = g(x).

Determinanta sistema je Vronskijeva determinanta W(y1,ys,...,yn;z). Kako
su rjeSenja y1, Yo, - - . , Y linearno nezavisna imamo da je

W(y1,y2,-- -1 Yn; T) # 0.
Na osnovu Kramerovog pravila je

! _ Wi(yliy%"wyn;x)
Cile) = WYL, ¥2,-- -, Yni )

Dakle,

”i(ylay27"'ay’n;x)
Ci(z :/ dz.
@) Wy, y2,- - Yn; T)

Primjer 268. Data je nehomogena jednaéina
v +2y +y=e"Inz.

Ako je poznato da su y1(z) = e™%, ya(z) = ze™” linearno nezavisna rjeSenja
homogene diferencijalne jednagine

v +2 +y=0,

odrediti opSte rjeSenje nehomogene jednaéine.
Rjesenje. Za Vronskijevu determinantu imamo

- T

e~ -2z

W(y'.h Y2, $) = —e % (1 _ .’13)6_‘7:
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Dalje,
0 ze™® _
Wl(y11y27§-'17) = e~ % Inz (1 -:E)e_m = —XTe€ 2z ln$7
e " 0 _
Waly1,y2,52) = —eT e~Tlng |~ 2 ng,
pa je

1 2
Ci(z) = /(—xlnm)dm = -—-2—332 Inz + %l— +Cy,

Calz) = /(—ln:r)d:n =zlnz —z+ Co.

Dakle, opste rjeSenje nehomogene jednaéine je

1 2
y=Cre " + Coze™™ + (—5:102 Inz + %—-) e "+ (zlnx — z)ze™".

6.3.3 Homogena jednacina sa konstantnim koeficijentima

Jednagina L[y] = 0, kod koje su svi koeficijenti p;, i = 1,2,...,n realne
konstante, to jest jednadina

Y™ 4y b pay +Pay =0, p€R, i=12,...,n, (6.35)

se naziva homogena jednacina sa konstantnim koeficijentima. Kod ove
jednacine opste rjeSenje se moze formirati pomoéu korijena karakteristi¢ne
jednacdine

X'+ p A" pr1 A+ P = 0. (6.36)
Naime, ako se traZi rjeSenje jednacine (6.35) u obliku

y(z) = e, NER,
imamo
¥ + 1y 4 poy A o pr 1y + Py = pa(N)eN,
gdje je
Pu(z) = X"+ A" 4+ pa1 X + o

Kako je e*® > 0, zakljuéujemo da je

y™ +p1y™ ) 4 ooy - 4 prory + pay =0,

ako je

pn(A) =0.
Dakle, ako su A;, ¢ = 1,...,n, korijeni karakteristi¢ne jednaine (6.36), tada su
funkcije y;(z) = T, i=1,...,n, rjeSenja jednacine (6.35). Moguéi su sljedeéi

sluéajevi :
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(¢) Korijeni A1, A2,..., A, su realni i razli¢iti. Tada opste rjeSenje jednacine
(6.35) ima oblik

y = C1eM% 4+ 0™ + . + Cpe*®.

(#3) Korijeni karakteristi¢ne jednacine su realni, ali su neki od njih viSestruki.
Na primjer, ako je Ay = Ao = ... = Ap = )\, a svi ostali korijeni su razli¢iti
onda opéte rjeSenje ima oblik

y= CleXm + C’g:vej\”c + ngvzex" +oo 4 C'k:ck“le;‘w—f-
+Cpy1€MH1% o Cpen®,

(#47) Svi korijeni su razli€iti, ali se medu njima nalaze i kompleksni korijeni.
Neka je na primjer A\ = a+i8, 2 =a—i8, A3 =7+ 16, s =7 — 4, a
ostali korijeni su realni. Tada opSte rjesenje ima oblik

y = C1e%F cos Bz + Coe*sin fz + C3e”* cos 8z + Cye’* sindz+
+C5e™% 4 ... 4+ Cen®.

(iv) Medu korijenima se nalaze viSestruki kompleksni korijeni. Na primjer, u
slucaju da je Ay = a + 10 korijen viSestrukosti k karakteristi¢ne jednacine
(k < %), tada je A2 = a — i, takode korijen viSestrukosti k. Ako su
ostalih n — 2k korijena realni i razliéiti onda je opste rjeSenje

y = C1e“F cos Bz + C2€®® sin Bz + Cyze®® cos Bz + Cyze®” sin fz+
k—1_azx k—1_az _: A2k 41T AnT
o+ Cop_12" e cos fr+Corz™ " e*® sin fr+Copt1e +- o Cre .
Primjer 269. Nadi opSte rjesenje jednacine
ym _ 2yll _ y/ +2y = 0.
Rjesenje. Karakteristi¢na jednacina je
M —2)? - X+2=0,

Odavde je
A+D)A=-1)(A-2)=0,

pa su korijeni karakteristiéne jednaégine
AM=-1, =1 A3=2.
Dakle, korijeni su realni i razli¢iti, pa je opSte rjeSenje

y = Cre™% 4+ Cye® + Cse?®.
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Primjer 270. Naéi opste rjeSenje jednacine
y" =y =y +y=0.
Rjesenge. U ovom sluéaju karakteristi¢na jednaéina je
M-A-A+1=0.

Odavde je
A-1*1+1)=0,

pa je
M=1 d=1, Ag=-1

Korijeni su realni, pri ¢emu je jedan od njih visestrukosti dva, pa je opste rjeSenje
y = C1e* + Coxe® + C3e™ 7.
Primjer 271. Naéi opste rjeSenje jednaline
y® — 2y 12y — 4y 4 2y = 0.
Rjesenje. Karakteristicna jednacina je
A =22 1203 4N A -2 =0,

ili
A=2)(M+1)% =0,

pa su korijeni
)\1=2, )\2=A3=‘i, )\42/\5=—i.

Opste rjesenje je
y = C1€%* + (Cy + Csz) cosz + (Cy + Csz) sin z.

Linearna diferencijalna jedna¢ina

z"yY™ + 1z YD o pa 13y + Py = f(2), (6.37)
gdje su p1,...,p, konstante naziva se Ojlerovom diferencijalnom jedna-

¢inom. Ona se smjenom z = e’ svodi na linearnu jednag¢inu sa konstantnim
koeficijentima.

Primjer 272. Rijesiti jednacinu

3, . 2,1

3y 4+ z%y" 4+ 3zy’ — 8y = 0.
Rjesenje. Uvedimo smjenu x = et. Imamo

dy _dy 2@_.‘5(‘1 1) _ Py dy

YT T T w\a )YV T e T a
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dy d[(d d

3> 4 _ 2= el

T de® T dt (dt 1) (dt 2) v

_d(d dy _d (dy _dy dy
@ <dt 1) (dt 2y>"“dt(dt2 2o @ Y

d (2y .d
—-<~—-34~3-§+2y).

Tdt\d?
Dakle,
Py Py Py dy
3% J — 2 d 9 d A
dz3  dt3 3d;v2 + 2d:r:’
pa imamo
By Py . dy  d’y dy  _dy
Dl Sollt AN, ot ATl A AR S A YR
@ Cw T ia Tt w0
to jest
By Py dy
29 92T 4 gy =
B g iy W0

karakteristi¢na jednacina je
A3 202 14X —-8 =0,

odakle je
A=2)(A\2+4) =0,

to jest
AL =2, Ao =2, A3 = 2i.

Zaklju¢ujemo da je
Yy = C1e% + Cy cos 2t + Cs sin 2,
opste rjeSenje ove jednacine. Vrac¢ajuéi promjenljivu z imamo

y = C122 + Cycos21n |z| + C3sin21n |z|.

6.3.4 Neki integrabilni tipovi diferencijalnih jednacina

Navodimo neke diferencijalne jednaline, za koje je moguée dobiti opste
rjeSenje ili pogodnom smjenom sniziti red.

I
F(z,y™) = 0. (6.38)

Ako se jednagina (6.38) moZe zapisati u eksplicitnom obliku ™ = f(z),
opéte rjesenje se dobija uzastopnom integracijom n puta

yz‘/---/f(m)da:---d:c%—C’l:c"‘l+C'2m”“2+-~-+C’n_1x+Cn.
——r

n
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Ako diferencijalna jednagina (6.38) nije rjesiva po y(™, nekada je moguée
uvesti parametrizaciju

z = u(t), (6.39)
Y™ = u(t), (6.40)
pa iz
dy™V = y™dz = () ()dt,
slijedi

y(b = /U(t)u'(t)dt +C,

odakle sa n uzastopnih integracija dobijamo

y= /---/v(t)u'(t)dt---dt+C’1$"-1 +Coz™ 24+ Cy. (6.41)
N e’

Opste rjesenje je dato parametarski jednaginama (6.39) i (6.41).
IT Diferencijalna jednaéina
F(:B’ y(k)i y(k+1)7 e y(n)) = 0’ (6'42)

se smjenom y*) = 2z, gdje je z = z(z) transformise u diferencijalnu
jednaéini (n — k)-tog reda.

IIT Ako diferencijalna jednacina ne sadrzi promjenljivu z,
F(y7ylay”’ e ’y(n)) = 07 (643)

uvodi se smjena y’' = z, gdje je z = z(y). Uzima se y za novu promjenljivu,
a z = z(y) za novu nepoznatu funkciju. Na taj nacin se snizava red
jednacine za jedan.

IV Ako za jednaéinu
F(z,y,y,...,y™) =0, (6.44)

postoji broj m tako da vrijedi
F(z,ty, ty, ..., ty"™") = t"F(z,y,9,...,y"™), (6.45)
uvodi se smjena y’ = yz, gdje je z = z(x). Vazi
Y =Yz t+yd =yt +y =y + ),

y/u — y/(zz +Z’) +y(2zz/+zll) — y(z3 +3ZZI+ZH)7

y™ =yh(z,2,...,2""Y)

pa se red jednacine (6.44) snizava za jedan.



306 6.3 Diferencijalne jednacine viseg reda

V Ako je lijeva strana jednaéine (6.44) izvod ueke funkcije,

(Fe, ¢, y™) = f@,y,....y" ),

dobijamo jedna¢inu

f@yy, ..,y V) =C,
koja je reda n — 1.
Primjer 273. Rijesiti jednacine
(@)= H’_’ e O Q= —ay —2=0, @y =y(1+y)
(@ y(zy” +9) = zy®(1~2), () y"(1+y?)-3yy™ =0.
Rjesenje. (a) y" = Winr1 "

lz] <1, (¥ =~ otpada jer su z i y”
istog znaka). Imamo

V1-—z2

, z
= | ——dz=-V1-22+C,
Y /\/1-:1:2 !

pa je
1 1
—/(\/1 —z24+Ch)dz = ~3 arcsinz — 530\/1 —22 4+ Ciz+Co, |z <1,

opste rjesenje.
(b) Jednagina je tipa II, smjenom y' = p, svodi se na linearnu

, T 2
P=1—p2P= 12

(6.46)

Opéte rjesenje jednagine (6.46) je
1-
T <01+2/ vit=a? ) (6.47)

Za |z| < 1 iz (6.47) slijedi

i N 2arcsinz
Vi—z2  J1-—22°
Kako je y' = p iz (6.48) dobijamo

p= (6.48)

y = Cy arcsinz + (arcsinz)? + Cs.
Za |z| > 1 iz (6.47) slijedi

G +21n|x+\/m2—1|
b=z 1 Vai—1
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pa imamo
y=Cihn|z+vVz? - 1| +In?|z + Va2 — 1|+ Ca.

(¢) Jednacina je tipa III, pa uvodimo smjenu y’ = z, gdje je z = z(y). Dobija
se
2" = 2(1 + 2%)?, (6.49)

mnozenjem jednagine (6.49) sa 22’ je
272" =222/ (1 + 2%)?,

odakle slijedi

1
7% = 31+ 2%)% + Cy. (6.50)
Jednagina (6.50) je sa razdvojenim promjenljivim, njeno opste rjeSenje je
. -3
z= :{:/ [g(l +2%)3 + 01] dz + Cs. (6.51)

Kako jey = [y'dz = [zdz = [ za),dz, iz (6.51) je
~1
2

y::}:/z E(l+z2)3+01] dz + Cs. (6.52)

Opste rjeSenje polazne jednaine je dato parametarski sa (6.51) i (6.52).
(d) Ovde se radi o jednaéini tipa IV, pa uvodimo smjenu y' = yz, gdje je
z = z(z). Datom smjenom se jednagina transformise u

v (z2 + 2+ 222%) = 0.

Bernulijeva jednagina
z7 + 2+ 2222 =0,

ima opSte rjeSenje

1
Z = ——————
z(z + C4)

pa opste rjeSenje polazne jednadine nalazimo iz

, 1

Y =Y@+ o)
Dobija se
1
T |4 . _1 .
y=0C4 ,zaCy#01iy=Ce =, ako je C; = 0.
z+ Cy

(e) Datu jednacinu mozemo transformisati u

" 3yl /"
%ﬁ 1 +Z,2 =0, (y'#0). (6.53)
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Lijeva strana jednag¢ine (6.53) je izvod funkcije In|y”| — —gln(l + 9/, pa je
jednacina (6.53) ekvivalentna sa

U

Y

— = (,.
(1+y?)? '

Kako je

/ 7]
Yy y
21 —Ciz | = 2) 2 - C,
(1+y?) (1+y?)?

dobijamo
s

Yy
(1+y?)?
Poslednja jednaéina je tipa I, njeno opste rjeSenje

Y= Ciz + Cs
vi— (Cl + 2)2

- 01117 = 02.

dz + 03.

Nakon integracije slijedi da je

2 \? Ccs\? 1
<Z‘+C1) —l—(y a) —6—12—. (6.54)

Uslov, ¥ =0 daje y = C1z + Co
Yy = Clill + Cg. (6.55)

Prema tome, opste rjeSenje ¢ine integralne krive date sa (6.54) i (6.55).
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6.4 Zadaci

1. Odrediti treéu aproksimaciju rjeSenja jednacine
y =2’ +y?
sa pocetnim uslovom y(0) = 0 u oblasti
D={(zy):|z| <2, [y| <2}
i ocijeniti gresku.
Rjesenje. Ovde je f(z,y) = 22 + 92, (20,%) = (0,0),a = 2,b = 2. Na

oblasti D vazi
!f(a:a yl) - f(ma y2)| S 4|y1 - y2[7

b 2 1
M= sup |f(:v,y)[=8,h=min{a,——}=min{2,—}=-.
(zy)€D M 8 4

. 11 .. s
Na intervalu 11 niz iteracija je

Yo(z) =0,
3
@) = [ =%
3
0
3 7
_ 2, .2 _F .z
@) = [+ =5 + 5,
0
T 3 7 11 15
2, 2 .,z 2z z
n@) = [+ B =5+ + o+ e
0

1 11
Iz nejednakosti (6.12) je |y(z) — ys(z)] < 13'% € [—Z’ ZJ .

2. Pokazati da se jednatina

y' = f(az +by),

gdje je f neprekidna funkcija i ab # 0, moZe transformisati u jednaéinu sa
razdvojenim promjenljivim.
Rjesenje. Uvedimo smjenu z = ax + by, gdje je z = 2(x). Vazi

2 =bf(2) +a,

a ovo je jednadina sa razdvojenim promjenljivim.

3. Rijesiti jednadine:

(a) V1+y?dz = zydy,

(b) e¥(1+y) =1,
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(c) y' = cos(y — z),

(d) v =vIz+2y—1.
Rjesenge.

(a) Integracijom dobijamo

dz ydy

v ) Trg
Injz|=+/14y2+C

(b) Jednagina je ekvivalentna sa

y
(—1—{- c )dyzdx,

e¥y—1

odakle integracijom imamo

—y+Inley -1 =z+C.

(c) Uvesti smjenu z = y — z, dobija se cot £5= = 2 + C.
(d) Smjena z = 4x+2y—1, 4z + 2y — 1-21n(\/4z + 2y — 1+2) = z+C.

4. Odrediti jednaginu krive tako da je povrsina oblasti ogranitene koordina-
tnim osama, krivom i ordinatom proizvoljne tacke na krivoj jednaka treéem
stepenu ordinate.

Rjesenje. Ako je y(z) jednatina trazene krive, iz uslova zadatka, slijedi
T 0
da je /y(t)dt = y3(z),z > 0, ili /y(t)dt = y3(z),z < 0. Diferencira-

0 T
njem dobijamo y = +3y?y/, uz uslov y(0) = 0. Dobijene jednadine su sa

2
razdvojenim promjenljivim, integracijom nalazimo y = + —'E;f—l iy=0.
5. Naéi rjeSenje jednacine
z?y’ —cos2y =1,
za koje
97
y(z) — T kad x — +o0. (6.56)

Rjesenje. Data jednatina je ekvivalentna sa
dy dz
2cosy
Njeno opste rjeSenje je
2
tany = —— + C.
x
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Iz uslova (6.56) dobijamo C = tan E_Z_r_ =1, pa traZeno rjesenje

t 2+1
any = —— + 1.
y z

6. Tijelo se u sredini koja ima temperaturu 30° C za 30 minuta ohladi sa 70°
C na 50° C. Odrediti vrijeme kada ¢e temperatura tijela pasti na 40° C.
Rjesenje. Prema Njutnovom zakonu je brzina promjene temperature tijela
proporcionalna razlici temperature tijela i temperature sredine. Neka je
T = T(t) temperatura tijela (izrazena u °C, a t vrijeme hladenja (izrazeno
u min.). Tada je

ar
dt
Ovo je jednaéina sa razdvojenim promjenljivim, njeno opste rjeSenje je

k(T — 30).

T = 30 + ce®. (6.57)
Zat=0jeT =70,azat=230,T =50, pa iz (6.57) slijedi

In2
=4 k= ——— =~ —0.02310.
c 0, 30 0

Prema tome,

T = 30 + 40e~0-02310¢, (6.58)
Ako je T = 40, tada iz (6.58) dobijamo
In4
e e~ .01.
0.02310 60.0

Temperatura tijela pada na 40° C nakon priblizno 60 min.
7. Rijesti diferencijalnu jednacinu
Yy =22 —y+ 2z (6.59)

Rjesenje. Uvedimo smjenu z = z2 —y, gdje je z = 2(z). Iz (6.59) dobijamo
jednaéinu sa razdvojenim promjenljivim

—_— = —1, 0,
vz 7
. (z—C)? P . .
njeno rjesenje je z = , vradajudi smjenu, dobijamo opSte rjeSenje
jednagine (6.59),
— )2
y=a%— -(—31—4——)-. (6.60)

Ako je z = 0 tada je y = 2, §to je takode rjesenje jednacine (6.59) koje nije
sadrzano u opstem rjesenju (6.60), pa jednadina ima i singularno rjeSenje

y = z2.
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8. Pokazati da ako su neprekidne funkcije M(z,y) i N(z,y) (M?*(z,y) +

N2(z,y) # 0) istog stepena homogeniteta da je
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0,

homogena diferencijalna jednaéina.
Rjesenje. Ako su funkcije M i N istog stepena homogeniteta m, onda vazi

M(tz,ty) =t"M(z,y), N(tz,ty) =t"N(z,y),

pa je

dy  M(z,y) ="M(1,%)  ry
dz ~  n(z,y)  «™N(1,Y) —f<_)'

Odrediti integralnu krivu jednacine
(2% 4 2zy — y?)dz + (v* + 2zy — 2¥)dy = 0,

koja prolazi kroz tacku (1,1).
Rjesenje. Funkcije M(z,y) = 22 + 2zy — y? i N(z,y) = y* + 2xy — 22 su
stepena homogeniteta 2. Dobijamo homogenu diferencijalnu jednaéinu

2 2
1+ - (3)
/ T
y = 2 )
(O 2
xz X

koja se smjenom y = zz transformiSe u jednaéinu sa razdvojenim promje-
nljivim

dz N (2% +22 — 1)dz

z  (24+1)(z+1)’
¢ije je opSte rjeSenje

In(z2 + 1) ~In|z + 1| = In|z| + Cy,

tj.
2
z¢+1
- d . _ Cl'
o] Cz, gdje je C = +e
Opéte rjeSenje polazne jednacine je
24,2
e +y —c
Tty

Funkcije z = 0,y < 0i z = 0,y > 0, nisu rjeSenja ove jednacine, a iz
uslova z + 1 = 0 dobijamo dva rjefenja y = -z, 2 < 0iy = —z,z > 0.
Ona su partikularna rjeSenja, sadrzana u opstem rjeSenju za C = +oo.
Za x =y = 1 dobijamo C = 1, pa kroz tac¢ku (1, 1) prolazi partikularno

rjeSenje
$_12+ 1\* 1
2 ¥=3) 7w
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10. Rijesiti jednacinu
z+y—-2)0y=-z+y-1
Rjesenge. Sistem
2r+y—2=0
—-z4+y—1=0

ima rjeSenje ¢ = 1,y = 3, pa smjenom

= +1 —v+4
r=1u 37y— 37

jednacina se transformise u homogenu

yoo v
v+ 2u
Smjenom v = uz,z = z(u) dolazimo do jednaéine koja razdvaja promje-
nljive
,_ B tz+l
u(u+2)’
njeno opste rjeSenje je
2z+1

In(2% + z + 1) + 2v/3 arctan +2In|u| = C.

V3

Vraéajuéi z i y dobijamo opste rjeSenje polazne jednaéine

% —
In ($2+zy+y2~2m—3y+§> +2\/§arctan—\/—§-(%$_—yl—§2=0.

11. Naéi krivu koja prolazi kroz tacku (2,1) i ima osobinu da svaka tangenta
na tu krivu sije¢e z—osu u taéki podjednako udaljenoj od tacke dodira i
od koordinatnog pocetka.

RjeSenje. Neka je kriva koju trazimo y = y(z). Jednaéina tangente u
tacki M(z,y) je
Y—y=9(X~-uz).

Tangenta sijeGe z—osu u tacki A (-5; +z, 0). Prema uslovu zadatka je

04 = AM odakle je
Y ? Yy ?
() +=(-5+2)
Yy Yy

tj. dobijamo homogenu jednaéinu

[N
<
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12.

13.

14.

koja se smjenom y = zz,z = z(z) svodi na jednadinu sa razdvojenim
promjenljivim

(1-2%)dz _dz

2(1+22)  z’
Njeno rjesenje je

y = C(z? +%).
Iz uslova da kriva prolazi kroz tacku (2,1) slijedi C' = , pa je

. z? +y?
y - 5 ’

trazena kriva.
Rijesiti diferencijalnu jednaéinu y' = 2z(z? + y).
Rjesenje. Jednagina je linearna,

Y — 2zy = 223,

njeno opste rjesenje je dato formulom (6.19),

Y= e 2adz (C+/2x e‘fgxdm) dz.
Odakle dobijamo .
y=Ce® —z%—-1.
Ako je y;(x) partikularno rjeenje linearne jednacine
y +p(@)y = q(2),
pokazati da je njeno opSte rjesenje dato sa
y(x) = 1 (x) + Ce™ IP@)1%, (6.61)
Rjesenje. Neka je y; partikularno i y proizvoljno rjesenje. Kako je
y' +p(@)y =4q(z), y +p@)n =),
to je
y =y +p@)y—y) =0,
odavde slijedi (6.61).
Nadi integralnu krivu jednaéine ylnydz + (z — Iny)dy = 0, koja prolazi
kroz tacku (%, e) .
Rjesenje. Jednafina je linearna po z,

, T 1
x = -,
ylny gy
njeno opste rjesenje je
_C | Iny
" Iny 2

|
Kroz tacku (-%-, e) prolazi integralna kriva x = ~I—12——y—
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15. Pokazati da samo jedno rjeSenje jednadine
zy — (227 + 1)y = *

tezi ka konaénoj grani¢noj vrijednosti kad x — +oc0. Izraziti to rjeSenje
preko integrala.
Rjesenje. Jednagina je linearna i njeno opste rjesenje je

y= Cze® + ze® /e”mzd:v.

Kako je
) 2 _z? . fe_wzdiv . z? 1
lim ze e *de= lim —5—= lim —s—r=—=
£——400 Tz—+00 ey z—+00 —2:[32 -1 2
ze®

lim ze® = ~+o00,
T——+00
zakljuujemo da je C' = 0 i rjeSenje
z

y(z) = ze® /e‘t2dt — ——;— kad  — +o00.
0

16. Odrediti rjesenje y(z) jednagine
2,7 1 :
Ty cos — —ysin — = —1,
T T

za koje vrijedi lim y(z) = 1.
T—00
Rjesenje. Data jednaéina je linearna i njeno opste rjeSenje je

1 1
y = C cos — — sin —,
T T

1
pa iz uslova zadatka dobijamo C = 1 tj. traZeno rjesenje je y = cos o

17. Koristeéi smjenu, svesti jedna¢inu

! tpy = e® ,
Y gy ¢ Cosy

na linearnu jednaéinu, a zatim je rijesiti.
Rjesenje. Uvedimo smjenu z = siny. Dobijamo jednaéinu

¢ije je rjeSenje z = e*(C + z). Opste rjedenje date jednacine je

siny —e®(C+x)=0, (cosy#0).
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18. Rijesiti jednacinu zy’ + 2y + z°y3e® = 0.
Rjesenje. Ovo je Bernulijeva jednacina, koja se smjenom y = z
na linearnu jednaéinu

1 .
~% gvodi

4
2 — —z=2z%".
z
RjeSenje ove linearne jednacine je

z = z*(C + 2¢%).

Odavde je opste rjesenje
y~? = z*(C + 2€%).
Singularno rjesenje je y = 0.
19. Rijesiti jednacinu

,yf(@) —y?

y = W’ gdje je f(z) data neprekidna funkcija.
Rjesenje. Jednacina je Bernulijeva
, (=) 1

2
Y Yy=- v,
f(z) f(z)
koja se smjenom y = 2z~ ! svodi na linearnu. Opste rjesenje je

_ f(=)
Y=ryco

Rjesenje je i y = 0. Primjetimo da je polazna jednaé¢ina ekvivalentna sa

(-

odakle je i%@— =z+C.

20. Rijesiti jednaginu y'z®siny = zy’ — 2y.
Rjesenje. Datu jednacinu mozemo zapisati u obliku
, 1 _siny 4

T — —z=——"z°,

2y 2y

. o . e . -1 . .
a ovo je Bernulijeva jednatina. Smjenom z = ™2 svodi se na linearnu,
njenim rjegavanjem dobijamo

z2(C — cosy) = y,y = 0.
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21.

22.

23.

24.

Rijesiti jednaginu 3’ tany + 423 cos® y = 2z.
Rjedenje. Smjenom cosy = zzjednaéina. se svodi na Bernulijevu. Opste
rjeSenje je cosy(2z? + 2+ Ce® ) = 1.

Rijesiti jednacinu zdz + ydy + z(zdy — ydz) = 0.
Rjesenje. Ovo je Darbuova jednagina (vidjeti relaciju (6.21)). Smjenom
y = zx se svodi na Bernulijevu jednaéinu,

dm+ Z e 2
dz ' 14227 1422

Cije je rjeSenje Cy/x2 +y2 +y—1=0.
Naéi opste rjeSenje Rikatijeve jednadina
22y + 22y? + oy = 4

ako ima dva partikularna rjeSenje y1(z) = f(z) i y2(z) = f(~2x), gdje
funkciju f treba odrediti.
Rjesenje. Dobijamo

22 f'(z) + 22 f2(2) + zf(z) =4 (6.62)
—22f(—x) + 22 f%(—2) + zf(—z) = 4. (6.63)
Ako u jednagini (6.63) stavimo z umjesto —z dobijamo
~z2f'(z) + 2*f*(z) — zf(z) = 4. (6.64)
Iz (6.62) i (6.64) dobijamo
flz) = :ti—.

Prema napomeni 6.4 (relacija (6.25)), opSte rjeSenje Rikatijeve jednagine
je

8 o

y—
y+ 32

=Ce /2% tj. zt(zy—2) = C(zy + 2).

Rijesiti jednaéinu
2
3y +y*+ 5 =0.
z
Rjesenje. Ovo je Rikatijeva jednaéina. Partikularno rjeSenje trazimo

u obliku y; . Zamjenom u datoj jednaéini dobijamo partikularno

T

C 1 . , . 11 . .
rjeSenje y; = = Jednacina se pomodu smjene y = p + o svodi na linearnu
jednaginu

, 2z 1
Z - — ==
3z 3
Rjesavajuéi dobijenu jednacinu i vraéajuéi y dobijamo opste rjeSenje
1 1 1

-z
T Cxs +zx X
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25.

26.

27.

Rijesiti jednacinu y = 2zy’ — y°.
Rjesenje. Smjenom 3’ = p dobijamo jednaéinu
y =2zp—p°, (6.65)
odakle diferenciranjem dobijamo
dy = 2pdzx + 2xdp — 3p?dp.

Kako je dy = pdz, dobijamo

d 2

pdz + 2zdp — 3p>dp = 0, tj. cr + 2 3p.

dp  p

Dobijena jednacina je linearna i ima opste rjeSenje
C  3p?

Iz (6.66), koristeci (6.65) dobijamo

Cc 3
y=2 (;2—+—§—>p~p3. (6.67)

Sa (6.66) i (6.67) dato je opste rjeSenje date jednacine.
Rijesiti jednacinu y = z(1+y') + ¢
Rezultat.
z=Ce?-2p-1)
y=Ce P(1+p)—p*+2.

Odrediti rjeSenje jednacine y = xy’ + /1 + /2.
Rjesenje. Smjenom 3y’ = p dobijamo jedna¢inu

y=zp+v1+p?

¢ijim diferenciranjem nalazimo

dp P
dzx < A/1 + pZ)
Iz %2 = slijedi p = C i opéte rjeSenje je
y=Cz+V1+C2
Singularno rjesenje je dato parametarski

y=azp++1+p?
-__P
OV

Eliminacijom parametra p dobijamo da je singularna integralna kriva gornja
polukruznica z2 +y? = 1,y > 0.
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28. Pokazati da su funkcije 1, e, e%® linearno nezavisne.
Rjesenje. Vronskijeva determinanta za ove funkcije je

1 e e*®
W=|0 e 2% |=2£0.
0 e de*

29. Rijesiti jednaginu (1 — z2)y” — 2zy’ + 2y = 0, ako je poznato da ima
partikularno rjesenje oblika y = azx + b.
Rjesenje. Partikularno rjeSenje je y; = z. Koristimo Liuvilovu formulu
(teorema 6.9),

1 sdz 1 1. 1
y2=$/—26%§$=$(——+—ln' Rk
T T

je partikularno rjeSenje nezavisno od y;. Opéte rjeSenje je y = Cry1+Cays.

ki

T 1+=z
)——1+-2—1n‘1_m

30. Rijesiti jednaéinu zy” — (z + 1)y’ + y = 0, ako je y; = € partikularno
rjeSenje.
Rezultat. y = C1e® + Ca(z + 1).
31. Rijesiti jednadine:
(a) ' — 4y +3y =0,
(b) " +27y =0,
(C) ylll . 3yl/ + 3yl _ y — 0.
Rjesenje.
a) Karakteristi¢na jednacina
J
M —4A+3=0
ima korijene A\; = 1, As = 3, kako su oni realni i razli¢iti opste rjeSenje
je
Yy = Cre® + Czesz.

(b) Karakteristiéna jednagina A® + 27 = 0 ima rjeSenje

3+3iv3

AM=-3, 3= ——“—/—:
2

Prema tome, opste rjeSenje date jednadine je

3v3z . 3V3z
2 2 |

Y= 016_31: + e§2£ (C’z cos + C3 sin

(c) Karakteristi¢na jednagina (A—1)% = 0 ima korijen A = 1 viSestrukosti
3. Opste rjesenje je

y = C1e® + Coze” + C3:E2€m.
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32. Nadéi opste rjeSenje jednadine y” +y = tanz.
Rje3enje. Opste rjesenje jednacine

v +y=0
je
y = Cicosz + Caysinz.
Koristimo metodu varijacije konstanti. RjeSenje trazimo u obliku
y = C1(z) cosz + Ca(z)sinz,
a funkcije C1(z) i C2(z) nalazimo rjesavajuéi sistem

Ci(z)cosz + Cy(z)sinz =0
—Ci(z)sinz 4+ Cy(x) cosz = tanz.

Imamo
0 sinx
tanx cosz sin? z
C{ (iL') = - )
CcoS T

cost sinzx
—sinx cosz

Cy(z) = sinz.
Prema tome,
2

sin® . r T
01(33)—-—/ Cosxdm—sm:z:—ln‘tan(§+Z)I+D1,

Ca(z) = —cosz + Ds.

Opéte rjeSenje date jednaline je

y=Djcosz+ Dysinx —coszln Itan (g— + Z—)‘

33. Rijesiti jednaginu y” — 6y’ + 9y = ze>®.
Rjesenje. Opste rjeSenje odgovarajuce homogene jednadine je

y = C1€3% + Coze®?.
Odredimo funkcije C1(z) i Co(z) iz sistema
C(2)e® + Ch(z)ze®® =0

3C;(2)€%® + (1 + 32)Ch(z)e3® = ze°.

Dobijamo
Cl(z) = —2% i Cy(a) = =,
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pa, vazi
3 . 72
01(117) = —-—5- -+ D1 1 CQ(ZE) = ——2—‘ + Dg.
Opéte rjesenje je
z3 z3 3
y = D1€>* + Dyze3® — ~3—esz -+ —é—eg’m = D1e%® + Dyze’® + Fe‘%.

34. Rijesiti jednaginu y” +y” + 9 + y = ze®.
(2z — 3)e*

Rezultat. y = C1e™* + Cycosz + Cssinx + 3

35. Rijesiti jednaginu y” — 3y’ + 2y = (22 + z)€3°.
Rjesenje. Opste rjeSenje odgovarajuée homogene jednadine je
yp = Cre® + Cre™®.
Partikularno rjesenje trazimo u obliku
Yp = (az® + bz + )7,

uvrStavanjem u datu jednadinu nalazimo

Prema tome, opste rjefenje date jednacine je
1
Y= yn+ yp = C1e” + Coe®* + (-2-$2—$+1> .

36. Rijesiti jednaginu 23y + 3z2y” + zy’ = 0.
Rjesenje. Jednatina je Ojlerova, pa se smjenom z = e! transformise u
jednadinu sa konstantnim koeficijentima nezavisno promjenljive t,

w=0.

Dobijamo
y = C1 + Cat + Cat?,

vradajuéi smjenu slijedi

y(z) = Cy + Cyln|z| + Csln® |z|, (z #0).

37. Rijesiti jednaginu (1 + z)%y” + (1 + )y’ +y = 4cosln |1 + z|.
Rjesenje. Smjeno 1 + z = e* jednacina se transformise u

y" +y = 4cost. (6.68)
Opéte rjesenje jednacine (6.68) je
y = Cysint + Cycost = 2tsint. (6.69)
Koristeti t = In |1 + z|, iz (6.69) slijedi opste rjeSenje date jednagine

y=Cisinln|l+z|+Cycosln|l+z|+2In|l+2|sinln|l+z|, (z# -1).
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38.

39.

40.

Rijesiti jednaginu yy” — y? = y%Iny.
Rjesenje. Jednatinu moZemo zapisati u obliku

AN
(—) =lIny.
)

Nakon smjene, Iny = z dobijamo jedna&inu z” = z, odakle slijedi

z = C1e® + Coe™%, tj. y = eCr¢"+C2e™"
Odrediti partikularno rjesenje jednaéine 2yy” — 3y'? = 432, koje ispunjava
uslove y,(0) =1, y,(0) = 0.

Rjesenje. Smjenom y = ) dobijamo jednafinu z” + z = 0, odakle je
z = (Cycosx + Cysinz. Opste rjeenje polazne jednacine je

1
Cicosz + Cysinz)?’

y:
(
Traz tikularno rjeSenje je y, = ———.
eno partikularno rj je je yp Py

leeéltl jednaéinu (:Z:y’ — y)2 + z.Zyyu =0.
RjeSenje. Smjenom y? = z jednagina se transformise u

z22" — 22 + 22 =0,

a ovo je Ojlerova jednaéina koja ima opste rjesenje z = C1z+Caz?. Prema
tome, opste rjeSenje date jednacine je

y? = Ciz + Cyz?.



