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1.1 Vektorska funkcija skalarne varijable

Naka V[ oznacava skup svih radijus-vektora u pravokutnom koordinatnom

sustavu (O, 1,j,k) [M1, §3.4],

V()Z{O—]\j]Mz(x,y,z)eR”}.

Definicija 1.1 Vektorska funkcija skalarne varijable (krace: vektorska funkcija)

je svaka funkcija
w:D — V), D CR".

Za svaku tocku t € D je w(t) radijus-vektor pa ga mozemo razloziti po kom-

ponentama:
w(t) = wy(t) i+ wy(t) j+w.(t) k.
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Komponente vektorske funkcije su prema tome tri funkcije n varijabli,

Wy, Wy, W, : D — R.

Za razliku od funkcija jedne ili viSe varijabli koje smo razmatrali u kolegijima
Matematika 1 i Matematika 2, vektorske funkcije nemaju graf u klasicnom smislu
te rije¢i. Umjesto toga definiramo hodograf ili trag vektorske funkcije w kao skup
svih tocaka koje opisuju vrhovi radijus-vektora w(t) kada ¢ poprima vrijednosti
iz domene D.

Primjer 1.1 (i) Za n = 3 mozemo promatrati vektorsku funkciju w(7') koja
svakoj tocki u prostoru pridruzuje vektor koji opisuje smjer i iznos strujanja
zraka (vjetra) u toj tocki.

(ii) Najcesée ¢e nas zanimati slucaj kada je n = 1, odnosno kada je D C R.
Izrazom
w(t) =cosmti+ 2sinntj+ 2tk, teR,

zadana je cilindri¢na elipticka spirala. Krivulja lezi na plastu eliptickog
cilindra [M2, §3.4.5]

x(t) = cost,
y(t) = 2sin t,
z(t) = 2t.

Ovo je ujedno i primjer parametarskog nacina zadavanja prostorne krivulje.

Zadatak 1.1 Izracunajte vrijednsti vektorske funkcije iz primjera [ILii) za t =
0,1/2,1,3/2,2,—1/2. Zadanu spiralu prvo skicirajte, a potom nacrtajte pomocéu
programa NetPlot.

Od sada nadalje pretpostavit ¢emo da je n = 1, odnosno D C R.

Definicija 1.2 Vekor a je limes vektorske funkcije w : D — Vj u tocki ¢y,

a= thj% w(t),

pri ¢emu je t € (t1,t2) C D, ako

(Ve > 0) (30 > 0) tako da |t —to| <= |w(t) —a| <e.


http://lavica.fesb.hr/netplot
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Ova definicija je formalno jednaka definiciji limesa funkcije jedne varijable
[M1, definicija 4.5], s time Sto |w(¢) — a| oznacava duljinu vektora w(t) — a
odnosno udaljenost vektora w(t) i a: ako je w(t) zadan s (L)) i

a=azi+ayj+ak,
tada je [M1, §3.6]

[w(t) —al = \/(wa(t) — an)? + (w,() — a,)?2 + (ws(t) — az)2.

Napomena 1.1 Iz definicije takoder slijedi

a; = lim wy(t),

t—to
a=limw(t) e a4y = th_f% wy(t),

t—to .
a, = lim w,(t).
t—to

Iz ovog rastava po komponentama i definicija skalarnog i vektorskog produkta
(vidi [M1, §3.9] i [M1, §3.10]) slijede standardne tvrdnje o limesu zbroja i
produkta: ukoliko svi limesi postoje, tada vrijedi

lim (w + u)(t) = lim w(t) + lim u(¢),

t—to t—to t—to
Jim (w - u)(t) = lim w(t) - lim u(z),

tli)rg(w xu)(t) = tlg% w(t) x tli)r% u(t).

Nakon sto smo definirali limes, prirodno slijedi definicija neprekidnosti koja
je identi¢na onoj iz [M1, §4.4].

Definicija 1.3 Funkcija w : D — V{ je neprekidna u tocki to € D ako i samo
ako je
lim w(t) = w(tp).

t—to

Funkcija w je neprekidna ako je neprekidna u svakoj tocki ¢t € D.

Iz definicije neprekidnosti slijedi da je vektorska funkcija neprekidna ako i
samo ako su njene komponente w,, w, i w, neprekidne funkcije. Na primjer,
funkcija w iz primjera [l (ii) je oc¢ito neprekidna.

Napomena 1.2 Defincije i[L3 vrijede i kada je n > 1, s time $to u definiciji
umjesto |t — tp| < 0 uzimamo otvorenu kuglu oko tocke ty, odnosno pisemo
t € K(to,9) (vidi [M2, definicija 3.4]).
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1.2 Derivacija vektorske funkcije

Definicija 1.4 Derivacija vektorske funkcije w : D — Vjy u tocki ¢ je limes
w(t) — w(t
w/(to) = lim ) = W)
t—to t—to

ako taj limes postoji. Na ovaj na¢in definirali smo novu funkciju w’(t) koju
zovemo derivacija funkcije w. Funkcija w je derivabilna ako ima derivaciju u
svakoj tocki t € D.

Za prikaz po komponentama vrijedi

w(t) = wy(t) i+ w, (1) j + wl(t) k,

§to se vidi uvrstavanjem prikaza [Tl u gornji limes. Drugim rije¢ima, funkcija
quecw ima derivaciju u tocki ¢ ako i samo ako sve njene komponente imaju deri-
vaciju u tocki ¢.

Sliéno kao i u [M1, §5.1], derivaciju takoder mozemo definirati pomocu izraza

pon v W(t+ AL) —w(t)
wilt) = A At '

Primjer 1.2 Neka je

s(t) = cosmti+ 2sinmtj+2tk, ¢>0,

jednazba gibanja materijalne tocke. Brzina v(t¢) i ubrzanje a(t) te tocke u tre-
nutku ¢ su dani s

<
—~

~
~—

I
n

'"(t) = —wsinmti+ 2w cos 7wt j + 2k,
s”(t) = —m%cosmti— 272 sin 7t j.

Primijetimo da je k komponenta ubrzanja jednaka nuli, sto je logi¢no je je kom-
ponenta gibanja u smjeru k linerana pa nema promjene brzine.

Teorem 1.1 Neka su w,u : D — Vj deriwabilne vektorske funkcije i neka je
f: D — R derivabilna (skalarna) funkcija. Vrijedi

(i) Aw + pu) = Aw' + pu, VA pER,
(i) (fw) = f'w+ fw',
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(iii) (?) - fwlf%flw uz f#0,

(iv) (w-u) =w-ut+w-u,

(v) (wxu) =w xu+wxu'.

Dokaz. Tvrdnje se dokazuju direktno pomocu definicije derivacije.

(v) Vrijedi

(W x u)(t+ At) — (w x u)(t)

(wxu)(t) = Al%r_r}o A7
. w(t+ At) x u(t+ At) — w(t) x u(t)
= lim
At—0 At
I w(t) x u(t + At) — w(t) x u(t + At)
A?Eo At
~ lim (w(t + At) —w(t)) x u(t + At)
o At—0 At
. w(t) x (u(t+ At) —u(t))
+ Al}tI—I}O A7 .

Zadatak 1.2 Dokazite jos barem jednu tvrdnju teorema [Tl

Diferencijal definiramo sli¢no kao kod funkcije jedne varijable [M1, §5.2]:
dw(t) = w'(t)dt.
Teorem [Tl vrijedi i za dieferncijale.

Formulu za derivaciju slozene funkcije daje nam sljedeéi teorem kojeg navo-
dimo bez dokaza.

Teorem 1.2 (Derivacija slozene funkcije) Neka je w : D — Vi@ : Dy —
R, pri éemu je p[D1] C D. Ako su funkcije w i ¢ derivabilne, tada je

dw(p(t)) _dw dp _ _, /
d :@-E:w(go)-ap(t).
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1.3 Integral vektorske funkcije

Definicija 1.5 Derivabilna vektorska funkcija u : D — Vj je primitivna funkcija
vektorske funkcije w na skupu D C R ako je

u'(t) = w(t), vVt € D.

Integral vektorske funkcije w na segmentu [a,b] C D je vektor

b
/ w(t)dt = u(b) — u(a).

Kazemo da je w integrabilna na segmentu [a,b]. Ako zapisujemo po komponen-
tama, tada je

b b b

/bw(t)dt:i/wx(t)dt +j/wy(t) dt+k/wz(t)dt.

a a a

Primitivne funkcije se medusobno razlikuju za konstantni vektor. Nadalje,
slicno kao u [M2, teorem 2.3], svaku primitivnu funkciju mozemo dobiti pomocéu

t

u(t) = /W(.T) dz (1.2)

za neki tg.

Teorem 1.3 (Svojstva integrala vektorske funkcije) Neka su funkcije w,
v i ¢ integrabilne na segmentu [a,b] C D C R. Tada vrijede

S1. svojstvo lineanosti,

b b

b
/ (w(t) + pv(b)) dt = A / wit)dt + A / v(t)dt,

a a

S2. nejednakost trokutdl

/bW(t)dt S/b!W(t)\ dt,

'Ovdje | - | oznacava duljinu vektora. Na lijevoj strani nejednakosti se radi o integralu
vektorske funkcije, dok se na desnoj strani radi o odredenom integralu.
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S3. i dvije formule za parcijalnu integraciju

b b

/ w(t) - V(1) dt = w(b) - v(b) — w(a) - v(a) — / w/(£) - v(t) dt,
a b b a

[etow @it = pbyvie) - plarwia) - [ wear

Primjer 1.3 Ubrzanje materijalne tocke zadano je jednadzbom
a(t) =6tcy +2ca,

gdje su c; i ¢y konstantni vektori i ¢t > 0. Zelimo naéi jednadzbu gibanja te tocke
uz pocetne uvjete s(0) =01 v(0) = 0 (u trenutku ¢t = 0 tocka krece iz ishodista
iz stanja mirovanja). Kako je brzina v(t) primitivna funkcija ubrzanja, prema
formuli ([C2) za neki konstantan vektor v vrijedi

v(t) = /a(x) dx + vo.
0

Dakle,

¢
/chl + 2c9) dx + vy
0

(6—Cl+2$02>
=312

c1+2tcy + vg.

t

+ Vo
0

Iz pocetnog uvjeta slijedi v(0) = vg = 0 pa je
v(t) = 3t%c; + 2tcy.

Sliéno, ze neki konstantan vektor sy vrijedi

t
s(t) = /V(m) dx + so,
0
odnosno
t
s(t) = /(3x2 c1+2xcy)dx + s
0

:t301+t202+50.
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Iz pocetnog uvjeta sada slijedi s(0) = sp = 0 pa je konacno

s(t) =t ¢y + 2.

1.4 Skalarna i vektorska polja

U ovom poglavlju je D C R3, dok sa V7 oznacavmo skup svih radijus-vektora
u sustavu (7,1, j, k).

Definicija 1.6 (i) Skalarno polje je svaka funkcija U : D — R.

(ii) Vektorsko polje je svaka funkcija w : D — V, gdje je V. = UpepVr i
W(T) e Vp.

Ako tocka T ima u koordinatnom sustavu S = (O, 1,j,k) zapis T' = (z,vy, 2),
tada je skalarno polje zadano funkcijom tri varijable

U(T)=U(z,y,2) = f(z,y,2) : Ds = R,
pri cemu je Dg opis skupa D u sustavu S. Vektorsko polje zadano je s
w(T) = wa(2,y,2) i + wy(2,y,2) j + w2, 9, 2) K,
pri ¢emu se vektor w(T') nanosi iz tocke T.

Ako promijenimo koordinatni sustav, tada se polje naravno ne mijenja, ali
se mijenja funkcija f (funkcije w,, wy i w.) s kojima je polje opisano. Osnovna
svojstva polja (neprekidnost i diferencijabilnost) ne ovise o izboru koordinatnog
sustava.

Radi jednostavnosti ¢esto ne pravimo razliku izmedu polja U i funkcije f.
Takoder, ¢esto sve prostore radijus-vektora Vp identificiramo s V{, odnosno sve
radijus-vektore w(7) nanosimo iz ishodista.

Definicija 1.7 Skalarno polje U je neprekidno (diferencijabilno) ako je njegov
predstavnik funkcija f : Dg — R neprekidna (diferencijabilna).
Vektorsko polje w je neprekidno (diferencijabilno) ako su takve sve njegove

komponente w,,w,,w, : Dg — R.

Primjer 1.4 a) Neka je D slup svih tocka visoke peéi i neka je U skalarno polje
u kojem U(T') oznacava temperaturu tvari u tocki 7' u danom trenutku.
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b) Izrazom
z

Ulx,y,z2) = 2t

zadano je skalarno polje
U :R3\{(0,0,2) : z € R}
koje je neprekidno i diferencijabilno na podrucju definicije.

c) Neka je D skup svih tocaka zemljine atmosfere, a w neka je vektorsko polje
koje tocki T' € D pridruzuje brzinu strujanja zraka w(7') u toj toéci u danom
trenutku.

d) Neka je g(z,y, z) iznos gravitacije u tocki T' = (z,y, z) usustavu S = (O, 1, j, k),
gdje je = srediSte zemlje. Iznos gravitacije se lagano mijenja s obzirom na
udaljenost od sredista zemlje pa polje g nije konstantno. Nadalje, neka je w
vektorsko polje u istom sustavu zadano s

—T

We\Ty Y, 2) = —F———,
S
wy(:c,y,z): Y )

Va2 +y?+ 22

(2,9,2) = -
A Rt 2

Tada je g(T) w(T') vektorsko polje gravitacije koje privlac¢i u smjeru sredista
zemlje za iznos g(T') (vrijedi |w(T)| = 1).

Definicija 1.8 Nivo-plohe ili ekvipotencijalne plohe skalarnog polja U su plohe
za koje je U(x,y,z) = konst. wvektorske linije (silnice ili strujnice) su krivulje
sa svojstvom da tangenta kriulje u danoj tocki ima smjer vektorskog polja u toj
tocki.

Na primjer, nivo-plohe u primjeru[[41d) su mjesta u zemljinoj atmosferi koja
imaju istu gravitaciju, dok su silnice pravci koji prolaze sredistem zemlje.

Definicija 1.9 Polje koje ne ovisi o vremenu zove se stacionarno. Polje koje ne
ovisi 0o vremenu je nestacionarno.

Na primjer, nestacionarna polja dobit éemo ako u primjeru[[Aa) i ¢) proma-
tramo temperaturu odnosno strujanje zraka kroz neki vremenski interval.
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1.5 Gradijent, divergencija i rotacija

Funkcije tri varijable imaju parcijalne derivacije i za njih pojam derivacije
nije definiran. Stoga se za analizu polja uvode tri operatora koji, svaki u svom
podruc¢ju primjene, imaju ulogu slicnu onoj koju ima derivacija funkcije jedne
varijable.

Neka je D C R? otvoren skup, f : D — R skalarno poljei w : D — Vj
vektorsko polje pri ¢emu Vp identificiramo s Vg za VI' € D.

Definicija 1.10 Gradijent skalarnog polja f je vektorsko polje
grad f: D — V)

definirano s

grad f = 8f +a—f +?

Divergencija vektorskog polja w je skalarno polje

divw: D — R

definirano s

div w — ow,, i Owy L ow,,
- Oz oy 0z

Rotacija vektorskog polja w je vektorsko polje

rotw:D — V)

definirano s

ik
rotw = | — 3 3
|0z Oy 0z

Wy Wy W,
B 8wz_% - 8wm_6wz - %_&um K
oy 0z 0z ar )7 Oz Ay

Iz definicije gradijenta slijedi da nuzan uvjet ekstrema funkcije f mozemo
pisati kao

grad f = 0.

Za razliku od divergencije i rotacije koje imaju smisla samo u slucaju vektor-
skih polja (tri varijable), gradijent je dobro definiran i za prostore proizvoljne
dimenzije n.
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Definicija 1.11 Hamiltonov diferencijalni operator (nabla) glasi

0 0 0
V=i—+j—+k—.
! oz +J dy * 0z
Laplaceov diferencijalni operator glasi
) 0? 0? 0?
A:dlvgrad:VV:@ﬂ-a—yzﬂ-@

Dakle, V istovremeno ima svojstva i vektora i derivacije. Vrijedi

grad f = V[,
divw =V -w (skalarni produkt V i w),
rotw =V xw (vektorski produkt V i w).

Iz svojstava mnozenja vektora skalarom i svojstava skalarnog i vektorskog pro-
dukta slijedi da je V linearan operator, odnosno

V(Af +ng) =AVf +uVy,
V-(Aw +pu) = AV -w+ 4V - u, (1.3)
V X (AW 4 pu) = AV x w + uV x u,

gdje su f, g, uiw diferencijabilna polja, a A\, u € R.

U sljedeca tri teorema dat émo najvaznija svojstva gradijenta, divergencije i
rotacije.

Teorem 1.4 (Svojstva gradijenta) Neka su f ig diferencijabilna skalarna po-
lja i N\, p € R. Tada vrijedi:

(i) gradc =0, ¢ = const,

(ii) grad(Af + pg) = Agrad f + pgradg,
(iii) grad(f g) = ggrad f + fgradg,

(iv) grad (g) - gEnlTERRS gz,

(v) grad(po f) = 2—? grad f, gdje je ¢ : R — R diferencijabilna funkcija.

Dokaz. Sve tvrdnje se lako dokazu uvrstavanjem. ®
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Zadatak 1.3 Dokazite teorem [[CZ1

Teorem 1.5 (Svojstva divergencije) Neka su f, g, u i w diferencijabilna po-
lja, a A\, € R. Tada vrijedi:

(i) dive =0 za svako konstantno vektorsko polje c,

(ii) div(Aw + pu) = Adivw + pdivu,

(#ii) div(w x u) = (rotw) - u — w - rot u,

(v) div(feradg) = grad f - grad g + fAg,

(
(
(iv) div(fw) = grad f - w + f div w,
(
(vi) div(rot w) =

Dokaz.

(i) Ocito.
(ii) Vidi drugu jednadzbu u relaciji (I3).

(iii) Koristit ¢emo formalni ra¢un pomoc¢u operatora V. Kako je V diferencijalni
operator, na zadani izraz prvo primjenimo pravilo o derivaciji produkta. Pri
tome potcrtavamo polja na koja operator ne djeluje. Dakle,

diviwxu)=V: - (wxu)=V-(wxu)+V-(wxu).

Sada izraze treba dozvoljenim transformacijama svesti na oblik iz kojeg
se jasno vidi kakvo je djelovanje operatora V. U ovom slucaju se radi o
mjesovitim produktima pa é¢emo u prvom slucaju napraviti ciklicku, a u
drugom aciklicku zamjenum i protumaciti konacan rezultat:

diviw xu)=u-(Vxw)—-w-(Vxu)=urotw — wrot u.

(iv) Slicno kao u prethodnoj tocki, uz koristenje svojstava mnozenja vektora
skalarom, imamo:

div(fw) =V -(fw)=V-(fw)+ V- (fw)
=(Vf)-w+ f(V-w)=grad f-w+ fdivw.

(v) Slijedi kada u (iv) zamijenimo w sa grad g i primjenimo definiciju Laplace-
ovog operatora [CTTl
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(vi) div(rotw) = V- (V x w) = 0 jer se radi o mjesovitom produktu s dva jed-
naka vektora. W

Definirajmo novi diferencijalni operator

0 0

u-V=u, +uy8_y+u'z$’

da

¢ije je djelovanje definirano formulom

Ow, Ow,, Owy \ .
(u-V)w = (uma —|—uy8 + u, 8Z)l

N < dw, N y@(;uy +u26wy>j

ox 0z

. 8Z+ 8Z+ ow, K
e uy8y %5, ’

Teorem 1.6 (Svojstva rotacije) Neka su f, g, u i w diferencijabilna polja, a
A€ R Tada vrigedi:
(i) rotc = 0 za svako konstantno vektorsko polje c,
(ii) rot(Aw + pu) = Arot w + prot u,
(iii) rot(w x u) = (divu)w — (divw)u+ (uV)w — (wV)u
(i) rot(fw) = (grad f) x w+ frotw,
(v) rot(grad f) =0,
(vi) rot(f grad g) = grad f x grad g,

(vii) rot(rot w) = graddivw — Aw, pri éemu se A\ primjenjuje na svaku kom-
PoneEnty Wy, Wy & W,.

Dokaz.

(iii) Koristedi svojstva vektorsko-vektorskog produkta [M1, §3.12] imamo:

rot(wxu)=Vx(wxu)=Vx(wxu)+Vx(wxu)
— W (Veu) - u (VW) +w (Veu) — u (Y w)
=wdivu—udivw+ (u-V)w — (w-V)u
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(iv) Vrijedi

rot(fw) =V x(fw)=Vx(fw)+Vx(fw)
— (V) x Wt [ (V xw)
= (grad f) x w + frotw.

(v) rot(grad f) = V x (Vf) = 0 jer se radi o vektorskom produktu dva koline-
arna vektora.

(vi) Vrijedi

rot(f gradg) =V x (fVg) =V x (fVg) +V x (f Vg)

= (V) x(Vg) + £ (V x (Vg))
=grad f x gradg. B

1.5.1 Cilindriéne i sferne koordinate

U mnogim aplikacijama korisno je imati direktan izraz za gradijent, divergen-
ciju i rotaciju u cilindriénim ili sfernim koordinatama.

1.6 Potencijalna i solenoidalna polja

Definicija 1.12 Vektorsko polje w : D — Vj je potencijalno ili konzervativno
ako postoji skalarno polje f : D — R takvo da jeﬁ

w = —grad f.
Polje f je potencijal polja w. Polje w je bezuvrtlozno ako je
rotw =0,

a solenotdalno ako je
divw = 0.

2Ponekad se u definiciji potencijalnog polja umjesto w = — grad f stavlja w = grad f.
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1
Ako tocke rotira oko ¢vrste osi brzinom w, tada je = rot w kutna brzina te

tocke. Stoga rotw = 0 znaci postojanje nekog vrtloznog gibanja. Na primjer,
gravitacijsko polje materijalne tocke M mase m definirano s

G=K"y,
T
gdje je
. r
r=zit+yj+zk, r=]r|, rg=-,
.

je potencijalno polje s potencijalom

v=r2

r

Solenoidalno polje je ono u kojem nema divergencije niti u jednoj tocki. Za
razjasnjenje ovog koncepta potrebno je razmatrati ne samo pojedinu tocku, vec i
njenu okolinu. divw = 0 znaéci da u svakoj maloj okolini neke tocke koli¢ina pro-
matrane vrijednosti uvijek ostaje konstanta (koliko ude u okolinu, toliko izade).
Jedan vazan primjer su polja gibanja nestlacivih tekuéina (voda) - ukoliko ne-
mamo slucaj da se kemijskom reakcijom negdje generira nova masa, svako polje
gibanje takve tekucine bit ¢e solenoidalno.

Imamo sljedeci vazan teorem.

Teorem 1.7 Neka je w : D — Vjy diferencijabilno vektorsko polje, neka je skup
D C R3 konveksan i neka je K C D otvoreni kvadar. Tada vrijedi:

(i) Polje w je potencijalno na D ako i samo ako je bezvrtlozno na D, odnosno

3f:D—-R) w=—-gradf <= rotw=0.

(ii) Polje w je solenoidalno na kvadru K ako i samo ako postoji va puta dife-
rencijabilno polje u : K — Vy takvo da je w rotacija od u, odnosno

divw=0 <= (Ju:K -V w=rotu
Dokaz. (i) Potencijalno polje je uvijek bezvrtlozno prema teoremu [ (v). Obrat
se dokazuje ...

(ii) Dva puta diferencijabilno polje koje je nastalo kao rotacija nekog polja je
uvijek solenoidalno prema teoremu (vi). Obrat se dokazuje ... [
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1.7 Usmjerene derivacije

Neka su zadani skup D € R3, tocka Ty € D i vektor a s hvatistem u tocki Tp.
Neka je
a
ag — —
al
jedini¢éni vektor vektora a [M1, §3.6]. Neka tocka T lezi na zraci odredenoj
vektorom a i neka je

——
ToT =ta, t>0.

Uz ovakvu deiniciju parametra ¢ ocito vrijedi d(7Tp,T) = t.

Definicija 1.13 Derivacija skalarnog polja U : D — R u tocki Ty u smjeru

vektora a je broj
ou . U(T)-U(Ty)

_— = hm _—.
Oa t—0 t

Derivacija vektorskog polja w : D — Vi u tocki Ty u smjeru vektora a je vektor

ow o w(T) —w(Tp)
Oa t—0 t

Sljededi teorem daje jednostavne formule za racunanje usmjerenih derivacija.

Teorem 1.8 Vrijed:

) _ oy grad U(T),
Oa
avgf) = (ag - V) w(T).

Dokaz. Dokazimo prvu tvrdnju teorema. Neka u sustavu (O,1i,j,k) vrijedi
T = (x,y,2), To = (z0,Y0,20) 1 U(T) = U(zx,y, z). Tada jednakost

— —_—
OT =0Ty + TyT
zapisujemo kao

zityj+zk=xpi+yj+z0k+tag
= (wo +tag-i)i+ (yo+tag-j)j+ (20 +tap-kk
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Dakle, za svaku tocku T na zraci odredenoj tockom Tj i vektorom a vrijedi
r=x9+tay-i, y=yo+tag-j, z=z +tag-k.
Stoga je limes iz definicije u stvari jednak derivaciji funkcije jedne varijable
g9(t) = f(zo+tag-i,y0 +tag-j,z0 +tao k)

u tocki ¢ = 0. Dakle,

ou(T d af o of 0 of 0
@)y =do|  _(2£9x 0fdy 0f 0=
Oa dt|,_, dr ot oy ot 0z 0t ) |,_,
of . of . 0Of
=|5-ag- ——ag - —ag -k | (T
(axao 1+6yao ‘]+8za0 )( 0)
Of ve L OF (i OF
=ag- | = (T —(Ty)j=—(Th) k
ag (ax( o)1+ay( 0)‘]82( 0)
= ag - grad U(Tp).
|
Primjer 1.5 Neka je zadano
fla,y,z) = + 3y 2 +5,
w=yzi+zzj+ryk,
a=2i+j— 2k,
T =(1,-1/2,2).
Derivacija skalarnog polja f u smjeru vektora a glasi
2 1 2 4
%:ao-gradf:(gi—i—g'—gk)-(2xi+3zj+3yk):§x+z—2y,

pa u tocki T" imamo

O (1 1o\ 1
Oa 2 3
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Derivacija vektorskog polja w u smjeru vektora a glasi

ow 2 0
A . — 27 (yzi : k
% (ag-V)w 38x(yz1+zx.]+xy )
1o, . 20, . .
+§a—y(y21+zm3+xyk)—ga(yzr{—zx.]—i—xyk)
1

2 1
:—(z—2y)i+§(z—x)j+§(2y—x)k,

3
ow 1 2
o1, -22) =i+ 2j
aa<’ 2’) tt3d

Napomena 1.3 Iz teorema zaklju¢ujemo da funkcija (skalarno polje) U u
danoj tocki najbrze raste u smjeru grad U. Naime, izraz [M1, §3.9]

pa u tocki T imamo

ap - grad U = |ag| | grad U| cos Z(ap,grad U),
poprima najveéu vrijednost | grad U| u kada je ag = (grad U)o jer je tada
cos Z(ag, grad U) = cos Z((grad U)p, grad U) = 1.

Analogno razmatranje pokazuje da u danoj tocki skalarno polje U najbrze pada
u smjeru — grad U jer je tada cos Z(ag,gradU) = —1.

Napomena 1.4 Vektor normale na nivo-plohu [M2, §3.1] funkcije U(z,y,z) u
tocki Ty dan je s

ny = [grad U(Tp)]o.
Naime, jednadzba nivo-plohe u kojoj sve tocke imaju vrijednost funkcije jednaku
U(TO) je U(‘T’y’ Z) = U(TO) Neka Je

r=zi+yj+zk, dr =dri+dyj+ dzk.

Funkcije U je na nivo-plohi konstantna pa vrijedi

ou oU ou
0=dU(xo,y0,20) = =— d —dy + — dz =grad U(Tp) - dr.
(20,50, 20) = - dx + a9y Y+, 4z =gradU(To) - dr
No, posto smo se ogranicili na nivo-plohu, dr je infinitezimalni pomak po tangen-
cijalnoj ravnini te plohe u tocki Tp. Prema prethodnoj jednakosti grad U(Tp) je
okomit na dr pa je stoga kolinearan s vektorom normale, odnosno

grad U(Tp) = Ang, AeR, AN#0.
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2.1 Glatka krivulja

Skup tocaka C' € R? je jednostavmﬂ glatka krivulja ako:

(i) postoji neprekidna injekcija
r: [a,b] — R3, [a,b] C R,

za koju vrijedi

C={r(t) : te]a,b]},
(ii) postoji neprekidna derivacija r’ i

r'(t) # 0, Vt € [a,b].

!Krivulja ne presijeca samu sebe.
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Drugim rijec¢ima, krivulja C' je hodograf vektorske funkcije r(t) = OM , gdje
jer(t) =M.

Par ([a,b],r) je glatka parametrizacija krivulje C. Krivulja moze imati vise
parametrizacija.

Tocke A =r(a) i B = r(b) su rubovi (pocetak i kraj) krivulje C. Ako je B = A
tada je krivulja zatvorena.

Injektivnost funkcije r povlaci jednostavnost krivulje C' — ako je r injekcija,
tada C' ne presijeca samu sebe.

Neprekidnosti derivacije r’ povlaci glatkoéu krivulje C, kao i to da u svakoj
tocki krivulja ima tangentu s vektorom smjera r(t).

Oznacimo li u sustavu (O, i, j, k) koordinate tocke r(t) s
z(t) =p(t), y(t) =), =) =<0@),
dobili smo parametarske jednadzbe krivulje C. Jednadzba
r(t) = p(t)i+¢(t)j+ &)k
je vektorska parametarska jednadzba krivulje C.
Skup C je po djelovima glatka krivulja ako se moze dobiti povezivanjem

konatno mnogo jednostavnih glatkih krivulja Cy, Cs, ..., Cj, pri ¢emu svaki
par tih krivulja moze imati najvise konacno zajednickih toc¢aka (vidi sliku EZTI).

Slika 2.1: Po djelovima glatka krivulja

Krivulja C' ima dvije neprekidne orijentacije:

e u smislu rasta parametra ¢, odnosno gibamo se od tocke A = r(a) do tocke
B =r(b) (slikaZZA a)), i
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e u smislu pada parametra t, odnosno gibamo se od tocke B = r(b) do tocke
A =r(a) (slika Z2AD)).

r(b) r(b)

r(a) r@)
a) b)

Slika 2.2: Neprekidne orijentacija krivulje

Ovdje treba biti oprezan jer orijentacija u smislu rasta parametra ¢t moze biti
jednaka orijentaciji u smislu pada nekog drugog parametra t'.

Po djelovima glatku krivulju orijentiramo tako da njene sastavne djelove ori-
jentiramo suglasno (slika 233)).

Slika 2.3: Orijentacija po djelovima glatke krivulje

Ako je C ravninska krivulja, tada je negativna orijentacija u smjeru gibanja

kazaljke na satu, a pozitivna orijentacija obratno od gibanja kazaljke na satu.

2.2 Krivuljni integral skalarnog polja

Definicija 2.1 Neka je f skalarno polje, a C' glatka krivulja

r(t) = )i+ (B + Mk, teab)
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Ako je funkcija (f o (p,1,€))|r’| integrabilna na intervalu [a,b], tada odredeni
integral

b

/Ww@®=/UM%%@®W@W
C a

b
= [ #o(o). vi0).60) VIZRP + POP T P de
zovemo krivuljni integral skalarnog polja f (prve vrste) po glatkoj krivulji C'.

Izraz

ds = [r'(t)| dt = \/[' (D)2 + [/ (1)]2 + [¢' (1)) dt
jednak je elementu duljine luka (usporedi s [M2, §2.6.2]).

Krivuljni integral prve vrste po po djelovima glatkoj krivulji definiramo kao
/fds=/fds+/fds+---+/fds.
C C Co Ck

Ako je f linearna gustota krivulje C, tada [ fds daje masu krivulje. Ako
C

stavimo f =1, tada [ ds daje duljinu krivulje.
C
Bez dokaza navodimo sljedeée tvrdnje:
(i) krivuljni integral skalarnog polja ne ovisi ni o parametrizaciji niti o orijen-
taciji krivulje,

(ii) krivuljni integral skalarnog polja je linearan, odnosno

/()\f+ug)ds:)\/fds+u/gds.
C

C C

Primjer 2.1 Izracunajmo krivuljni integral skalarnog polja f(z,y,z) = x+y po
luku krivulje C' zadane s

Krivulja je prikazana na slici Z4]
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2*u, u**2, u**3/3 —

Slika 2.4: Luk krivulje C

Vrijedi A =r(0) = (0,0,0) i B=1r(1) =(2,1,1/3) te imamo

1

/fds:/(2t+%t3> V22 + (21)2 + (t2)2 dt
C

1

2 (42 21
<2t+—t3) (2+t2)dt:M

18 |

—__©°

NG}
Ne)
w

Ako je krivulja C zadna kao presjek dvaju ploha, G(z,y,2) =01 H(z,y,2) =
0, koje ispunjavaju uvjete teorema o implicitnoj funkeciji [M2, teorem 3.9], tada
nakon eliminacije krivulju C' mozemo prikazati kao presjek dvaju novih ploha,

y:g(x), Z:h(x)v S [a,b],

pri ¢emu su funkcije g i h neprekidno derivabilne na intervalu [a, b]. Tada je

b
/ f(x,y,z)ds = / f(,g(@), b)) VI 92(@) + 72(@) da,
C a

odnosno, radi se o posebnoj parametrizaciji
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Ako je C ravninska krivulja zadana s

r(t) = e®)i+y(t),  teab],

tada je

b
/ F(ayy)ds = / Fo(t),0()) VP OF + [ OF dt.
C a

Posebno, ako je ravninska krivulja C' zadana s

y:g(w), VS [a,b],
tada je
b
/f(%y) ds = /f(x,g(w)) V1+ g?(x)de.
C a

Primjer 2.2 Izracunajmo krivuljni integral skalarnog polja f(x,y) = =y po luku
krivulje C' zadane s (slika 20

a) Cy ... y=—x+1, xel0,1],

b) Cy ... y=—224+1, x€]0,1].

—Xx+1 —
—X*2+] —

Slika 2.5: Ravninske krivulje C, i C}



2.3 Krivuljni integral vektorskog polja 31

Za krivulju C; imamo
1

[1@was= oot )T CRw
Co

0

1
\/5/(—902+x)dx:@
0

dok za krivulju Cj imamo

1

/fuwﬁh:/@VﬂQ+DvT?F351mzn.:§&§;15
Cy

120
0

2.3 Krivuljni integral vektorskog polja

Definicija 2.2 Neka je w : D — Vg vektorsko polje i c orijentirana glatka
krivulja u podruc¢ju D,

r(t) = e(t)i+o()j+&(Hk, L€ la,b].

Ako je funkcija w(yp, 1, €)) - r’ integrabilna na intervalu [a, b], tada odredeni inte-
gral

b b
[wede= [weilods = [wiet.o.60) v (0 d
5’ a a

zovemo krivuljni integral vektorskog polja w (druge vrste) po glatkoj krivulji c
od tocke A =r(a) do tocke B =r(b).

Jednakosti u prethodnoj formuli slijede iz relacije

dre(t) =1'(t)dt = |2’ (t)| [t/ (t)]o dt = [r'(t)]o ds.

Krivuljni integral vektorskog polja se, dakle, racuna po formuli

b
/ w.dr = / (e (), (1), £(1)) &' (1
8 a

~+
S~—
7a0%
—

~
S~—
S~—
<
~—~

~+
S~—

+ U}y (So(t)a ¢(
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Krivuljni integral druge vrste po po djelovima glatkoj krivulji definiramo kao
/W-dr: /w-dr—i—/w-dr—i—---—i—/w-dr,
c [of! s Ch

.
pri ¢emu svi djelovi krivulje C' moraju biti suglasno orijentirani.

Krivuljni integral vektorskog polja mozemo interpretirati kao rad sile F = w
—
uzduz puta s = C od tocke A do tocke B.

Vrijede sljedece tvrdnje:

(i) krivuljni integral vektorskog polja ne ovisi o parametrizaciji krivulje, ali
ovisi orijentaciji krivulje — kako u jednom smjeru energiju dobivamo, a u
drugom je trosimo, vrijedi

/W-dr:—/w-dr,
c c

(ii) krivuljni integral vektorskog polja je linearan, odnosno

/()\w—i—,uu)-dr:)\/w-dr—i—u/u-dr.

— —

C c c

Primjer 2.3 Krivuljni integral vektorskog polja
w=(y-2)it+t(z-2)j+@-yk
—
po krivulji C zadanoj s
r(t) =2 costi+ 2 sintj+ 3tk, t €0,27],

jednak je
27
/W-dr: /[(2 sint — 3¢)(—2 sint) + (3t — 2 cost)2 cost
c 0
+ (2 cost — 2 sint)(3)]dt = --- = =20

Uvedimo nove oznake,

w, =P, w,=Q, w,=R, P,Q,R:D—R, DCRS. (2.1)



2.3 Krivuljni integral vektorskog polja

33

Uz ove oznake je
w=Pi+Qj+ Rk

Osim toga vrijedi

o' (t)dt = du,
Y'(t)dt = dy,
) dt = dz,

pa mozemo pisati
/W ~dr = /P(m,y, z)dr + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z) dz.
c c
Ukoliko s
w(w) =wydr +wydy +w,dz = Pdx + Qdy + Rdz
ozna¢imo diferencijalnu formu pridruzenu polju w, tada zapisujemo

/w-dr:/w(w).
¢

c
Ako je krivulja C zadana ko presjek dvaju ploha (vidi §22), tada je

/W-dr:/de+Qdy+Rdz

—

c c
= [ Pa.gla).hw)) de + Qe (o). ) o (2) d
c
+ R(x,g(z), h(x)) W (x) dx.
U slucaju ravninskog polja

w=w;i+wyj=Pdr+Qdy

i glatke krivulje E') zadane s
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imamo

w-dr= [ Pdr+ Qdy

Qle—__

P(z,g(z)) dz + Q(z, g(x)) ¢ (2) da.

Al Al

Primjer 2.4 Izracunajmo

I= [ Pder+Qdy+ Rdz,

Al

gdje je
P(z,y,2) =y+2 Qx,y,2) =24z, R(z,yz2)=x+y,

.
a C orijentirana duzina od ishodista do tocke M = (1,2,3). Krivulju mozemo
protumaciti kao presjek ravnina

y=2x, z =3z, 0<z<1,
pa je

1
I:/(2:c+3:c)dx—|—(3x+x)-2dm+(m+2x)-de:11.
0

2.3.1 Cirkulacija

Definicija 2.3 Krivuljni integral vektorskog polja po zatvorenoj po djelovima
—
glatkoj krivulji C' zove se cirkulacija vektorskog polja i oznacava se sa

j{wdr.
c

Primjer 2.5 Izracunajmo cirkulaciju ravninskog vektorskog poljaw = xi+xyj
po
a) sredisnjoj kruznici radijusa a priozvoljne orjentacije,

b) rubu trokuta O = (0,0), A = (2,0), B = (1,1) orjentiranom u pozitivnhom
smislu.
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Slika 2.6: Pozitivno orijentirana kruznica

Kruznica iz tocke a) prikazana je na slici 228

Jedna parametrizacija kruznice glasi

— = t
c {x acost,

J = asint, t € 0,27

pa vrijedi

2w

%wdr: %xdw—i—xydy: /(acost-a(—sint)—|—a2(:ostsint-acost)dt
rel 0

Ql

—...=0.

Za kruznicu orjentiranu u negativnom smislu zbog promjene orijentacije vrijedi

j{wdr:—j{wdr:—O:O.
C

—

C «—
Trokut iz tocke b) prikazan je na slici 27

—
Glatke dijelove krivulje C' parametriziramo na sljede¢i nacin:

—

Ci ... y=0, x € 10,2],

E’)g oYy =-—x+2, x € [2,1] (u smislu pada parametra t),
6)3 e Y=,

x € [1,0] (u smislu pada parametra t).
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@]

Slika 2.7: Pozitivno orijentirani trokut

Vrijedi

Al~a__
g
=
I

wdr—l—jq{wdr—l— w dr
o

=
Cs

o, 91

1
(m+x-0-0)dm+/(m+m(—x+2)~(—1))d:c
2

0
+/(m+x~x-1)dm
1

1

2.4 Potencijal

Teorem 2.1 Krivuljni integral vektorskog polja w : D — Vy ne ovisi o putu
integracije veé samo o pocetnoj i krajnjoj tocki ako i samo ako je w potencijalno
polje.

Dokaz. Dokazimo jedan smjer teorema. Neka je w potencijalno polje s potenci-
jalom U, w = —grad U. Uz parametrizaciju krivulje



2.4 Potencijal 37

krivuljni integral vektorskog polja postaje integral totalnog diferencijala, odnosno
vrijedi

b
, o ou
:—/—spap(t)dtJr%w(t)dtJra—g () dt

pri cemu su A = (¢(a),¥(a),&(a)) 1 B = (p(b),1(b),£(b)) pocetna i krajnja tocka
zadane krivulje. [ |
Iz teoremaZlzaklju¢ujemo da za cirkulaciju potencijalnog polja uvijek vrijedi
%W-dr:U(A)—UA):O.
c
No, vrijedi i obrat koji nam daje jos jednu karakterizaciju potencijalnih polja
(pored one iz teorema [[7): na konveksnom skupu D vrijedi

w=—gradf <= rotw=0 <= %w-dr:(), v C.

c

Opisimo kako se nalazi potencijal potencijalnog polja. Iz dokaza teorema 1]
vidimo da je potencijal polja

w=wgitwyjtwk=——i—-—j— -
integral totalnog diferencijala,

oUu oUu oUu
U(‘T’y’ Z) - U(:CanOaZO) = _/ <_ dr + _ydy + _Zdz>
c
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za svaku krivulju C = ToT izmedu tocaka Ty = (zo,y0,20) 1 T = (x,y,2). Za
—

krivulju C' biramo put uzduZ koordinatnih osiju koji je najlaksi za integraciju

(vidi sliku EZ§) sto daje

T Y z
U(m,y, Z) = _/wz(tayO’ZO) dt—/wy(:ﬂaua ZO)du_/wy(‘T’y’v) dU+C
x0 Yo 20

U prethodnoj formuli smo iskoristili ¢injenicu da je potencijal U zadan do n
konstantu jer je grad C' = 0 za svako konstantno polje C'. u prakti¢cnom ra¢unanju
se za tocku Ty najcesée uzima ishodiste. Uocite formule za rac¢unanje potencijala

€T
s formulom za racunanje antiderivacije F(z) = [ f(t)dt iz [M2, teorem 2.3].
0

Slika 2.8: Put integracije udzuduz koordinatnih osiju

Primjer 2.6 Izracunajmo [ w-dr gdje je
a

w=(Ba%yz+y+5)i+ (@2 +a—2)j+ @y —y-Tk

a) c je luk bilo koje parabole od ishodista do tocke T'= (1,1,1), ili

b) c je kruznica 22 + y? = a2, 2 = b.
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Polje w je bezvrtlozno jer je

Pk
otw = |0 2Ol
Ow_@x@y@x_'

Wy Wy W,

Kako je polje w bezvrtlozno na konveksnom skupu R3, to je po teoremu [
polje w takoder i potencijalno, a po teoremu 1] integral polja w ne ovisi o putu
integracije. Potencijal polja w jednak je

z Yy
U(w,y,z)=—/(3t2-0-0+0+5)dt—/(m3.o+x—o)du
0

0
z

—/(m3y—y—7)dv
0
=br—azy—2’yz+yz+7z

pa je
/W-dr:U(0,0,0)—U(l,l,l) =—1.
c

U zadatku b) radi se o cirkulaciji potencijalnog polja pa je § w-dr = 0 bez obzira

C
na parametre a i b i orijentaciju krivulje.

2.5 Greenova formula

Sljededi teorem je poopéenje Newton-Leibnitzove formule [M2, §2.2] na dvo-
dimenzionalni slucaj.

Teorem 2.2 (Green) Neka su
PQ:S—R

dvije diferencijabilne funkcije, pri ¢emu je S otvoren skup (bez ruba). Neka je

N

C C D pozitivno orijentirana po djelovima glatka krivulja i neka je D unija
—

krivulje C i unurasnjeg podrucja kojeg ta krivulja omeduje (vidi sliku[Z3). Tada

je
// 99 ok d:cdy:j{de-i—Qdy.
p\Oxr Oy

c
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Slika 2.9: Zatvoreni skup D

Greenov teorem vrijedi i u podru¢ju s "rupama” (slika EZI0), pri ¢emu sve

=
krivulje C'; moraju biti negativno orijentirane:

//D (%—%—5) dmdij{de+Qdy+iiljpd$+Qdy_

7

Ql

Slika 2.10: Podrucje s viSe zatvorenih krivulja
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Primjer 2.7 Izracunajmo

742@2 L) de + (o +y)dy,

—

c

gdje je C' rub trokuta s vrhovima A = (1,1), B=(2,2) i C = (1,3) (slika ZI1).

Slika 2.11: Primjena Greenovog teorema

Prema Greenovom teoremu vrijedi

I://D (2—3—2—5) dwdy:/2_7+4(2(x—|—y)—4y)dydac:—§.
1 =

Zadatak 2.1 Izracunajte cirkulaciju iz primjera 2 bez primjene Greenovog te-
orema.

Korolar 2.1 Ako su ispunjeni uvjeti Greenovog teorema, tada je povrsina po-
drucja D dana s

P(D) = —ydx + zdy.

NN

Dokaz. Korolar slijedi direktno iz Greenovog teorema. B
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Greenovu formulu mozemo jos pisati i kao

j{de—l—Qdy:y{Wdr:// rot w - kdx dy.
D
c



3.

PLOSNI INTEGRALI

Sadrzaj

Integriranje po plohama je jedno od osnovnih oruda matematicke fizike.

3.1 Glatka ploha

Definicija 3.1 Skup S C R? je ploha ako za svaku tocku Ty € S postoji otvorena
okolina te tocke V, otvoreni skup U C R?, neprekidna funkcija g : U — R i
(pravokutni) koordinatni sustav (O, 1i,j,k) u R? takvi da je u tom sustavu

z=g(z,y), (z,y) €U,
jednadzba skupa V N S.

Ploha S je glatka u tocki Ty ako je funkcija g diferencijabilna u tocki (zg, yo),
pri ¢emu je zo = g(zo,yo) i To = (w0, Yo, 20)-

Ploha S je glatka ploha ako je glatka u svakoj tocki.

Parametrizacija plohe iz definicije Bl prikazana je na slici Bl
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vnsS

Slika 3.1: Parametrizacija plohe

Vazno je primjetiti da ne mora za svaku tocku na plohi biti zadan isti sustav.
Tako je, na primjer, na slici B2 za tocku Ty funkcija g zadana u sustavu (O, i, j, k),
dok je za tocku T funkcija g zadana u sustavu (O, k.1, j).

Slika 3.2: Ploha parametrizirana s dva sustava

Plohe mozemo zadati na razne nacine. Ako je ¢itava ploha S zadana jednom
funkcijom ¢ : D — R, gdje je D C R?, kazemo da je

z=g(x,y), (z,y) € D,

eksplicitna jednadzba plohe.
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Na primjer, za D = R? i g(z,y) = 22 — 32 je z = 22 — y? implicitna jednadzba
hiperbolickog paraboloida (vidi [M2, §3.4.2]).

Ako je skup D C R? otvoren i ako je funkcija G : D — R derivabilna te je
grad G(T') # 0 za svaku tocku T € D, tada je

G(z,y,2) =0

implicitna jednadzba plohe

S =A{(z,y,2) € D| G(z,y,z) = 0}.
Ploha S je ocito glatka, a normala tangencijalne ravnine u tocki T' je dana vek-
torom grad G(T") (vidi napomenu [[]).

Na primjer, za D = R3 i G(z,y,2) = 22+ > + 22 —1ljea®> +y> + 22 =1

implicitna jednadzba plasta jedini¢ne kugle. O¢cito je

grad G(T) =2zi+2yj+22zk#0

u svakoj tocki T" koja se nalazi na plohi.

Plohu mozemo zadati i parametarski:
r=p(u,v), y=1uwv), z==~&u,v), (u,v) € D C R2

Na primjer, eksplicitno zadana ploha je specijalan sluc¢aj parametarski zadane
plohe uz

r=u, y=v, z=g(u,v).
Parametarsko zadavanje ploha je najuniverzalniji nac¢in zadavanja ploha. Tako,
je, na primjer, elipsoid zadajemo s [M2, §3.4]
x = 6 cos ucos v,
y = 4sinu cos v, uwel0,2n], ve|[-n/2,7/2],

z = 2sinw,
torus zadajemo s

x = (1—0.2cosv) cos u,
y=(1-0.2cosv)sinu, u,v € (0,27,

z=0.2sinwv,

heksagon zadajemo s

r = COS3 v 0083 u,

y = sin® v cos® u, ue[-1.3,1.3], ve 0,27,

z = sin® U,
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a skoljku zadajemo s

x:ucosu(1+cosv>, u,v € [0,27],
u .
= —sinv
Y B )
) COS v
z:usmu(l—i— 5 >

Zadatak 3.1 Nacrtajte elipsoid, torus, heksagon i skoljku pomoéu programa
Net.Plot| koriste¢i redom izraze

6*xcos(u)*cos(v), 4*sin(u)*cos(v), 2*sin(v)
(1-0.2*cos(v))*cos(u), (1-0.2xcos(v))*sin(u), 0.2*sin(v)
cos (v)**3*xcos (u) **3, sin(v)**3*cos(u)**3, sin(u)**3
cos(u)*u* (1+cos(v)/2), sin(v)*u/2, sin(u)*u*x(1+cos(v)/2)

Pri tome za svaku plohu odaberite odgovarajuée granice za parametre u i v.

Parametarsku vektorsku jednadzbu plohe S dobijemo kada plohu zadamo kao
hodograf vektorske funkcije:

r(u,v) = (u,v)i+P(u,v)j+&(u,v)k, (u,v) € D C R

Ako se ploha S sastoji od konac¢no glatkih ploha, a na spojnim krivuljama ne
postoje tangencijalne ravnine, kazemo da je S po dijelovima glatka ploha. Skup
svih tocka u kojima ne postoji tangncijalna tavnina ima povrsinu nula pa ga kod
ra¢unanja integrala mozemo zanemariti. Na primjer, ploha na slici sastoji se
od cetiri glatke plohe, S1, So, S31 S4.

Sada mozemo definirati povrsinu plohe.
Definicija 3.2 Neka je g : D' — R diferencijabilna funkcija, gdje je D’ C R?
otvoren skup, i neka je D C D’ skup koji je zatvoren i omeden po djelovima

glatkom krivuljom. Ako se ploha S ortogonalno projicira na skup D te je pri
tome zadana jednadzbom

z=g(z,y), (z,y) € D,

tada je pouvrsina plohe S definirana kao

- ] i (22) 5 (22) = I
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S

Slika 3.3: Po dijelovima glatka ploha

U prethodnoj definiciji izraz dS je element povrsine, dakle, povrsina je jednaka
"beskona¢nom zbroju” (integral) beskona¢no malih elemenata povrsine. Objas-
nimo formulu ze element povrsine dS pomocu slike B4l

Dio plohe S koji se projicira na pravokutnik

(ro,v0), (wo+ dx,yo), (wo+ dz,yo+ dy), (wo,y0+ dy)

aproksimiramo paralelogramom koji lezi u tangencijalnoj ravnini plohe S u tocki
(0,Y0,9(z0,y0)), a projicira se na taj pravokutnik. Jednadzba tangencijalne
ravnine glasi [M2, §3.7]

Hg(xo,
2 — glao, o) = 2200 (o O9@0H0) (o
ox dy

Vrhovi paralelograma su

Tl - (.7](), Yo, g(wo,yo) )7

T2 — (300 + de, Yo, g(anyO) +

d9(xo,yo)
" d
ox .

09(z0, yo) d9(xo, yo)
e dr + 7&7; dy
0 ,
g(ﬂgo Y0) dy> _

y

T3 = (900 + dx, yo + dy, g(xo,y0) +

Ty = (960, Yo + dy, g(xo,y0) +
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Slika 3.4: Element povrsine plohe

Povrsina paralelograma je [M1, §3.10]

i k
dg(xo0, yo)
e
dS ~ |T1T2 X T1T3| = | dx 0 5 ox dzx
0 dy 9(0,Yo) dy
y

— i —dedy +j —Md:ﬂdy + k (—dz dy)
ox oy

2 2
0
dxdy\/((‘?g(gc;yo)) +( g(ﬂg;m)) .y

a povrsina plohe je suma svih dS, odnosno
P(S) = / / ds.
D

Ako je funkcija g(z,y) implicitno zadana jednadzbom G(z,y, z) = 0, tada iz
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[M2, §3.11, napomena 3.12]

oG oG

99 oz dg Oy

A T
0z 0z

= I | () + (5 (32) e

slijedi

3.2 Plosni integral skalarnog polja

Definicija 3.3 Neka je f : D' — R skalarno polje, gdje je D’ C R? otvoren skup.
Neka je S ploha sadrzana u D’ zadana funkcijom

z=g(z,y), (v,y) € D CR?

gdje je D zatvoren skup omeden s po djelovima glatkom krivuljom. Plosni integral
skalarnog polja f po plohi S je broj

é/f(xvyvz)dk‘;:é/f(%y,g(w,y))\/1+ <%>2+ <g—Z)2 dz dy.

Plosni integral skalarnog polja jos zovemo i integral po projekciji i plosni in-
tegral prve vrste.

Plosni integral skalarnog polja po po djelovima glatkoj plohi S sastavljenoj
od ploha S1,...,S; definiramo kao

é/de:Zl/fd5+4/fds+...+4/fds.

Ako je f povrsinska gustoca plohe S, tada [[ fdS daje masu plohe. Ako
S

stavimo f =1, tada [[ dS daje povrsinu plohe kao §to smo ve¢ vidjeli.
S

Bez dokaza navodimo sljedeé¢e tvrdnje:
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(i) plosni integral skalarnog polja ne ovisi ni o parametrizaciji plohe niti o njenoj
orijentaciji (vidi §83]),

(ii) plosni integral skalarnog polja je linearan, odnosno
//()\f—l—ug)dS:)\//de—l—u//gdS.
S S S

Primjer 3.1 Izracunajmo

I:é/(x—i—y—i-z)dS,

gdje je S dio sredisnje jedini¢ne sfere u prvom kvadrantu. Ploha S prikazana je
na slici

X
Slika 3.5: Dio sredisnje jedini¢ne sfere

Plohu mozemo opisati s
S={(wy.2) | 0<2<1, 0<y<V1-22 z2=/1-22—y2}.
Dakle, podruéje D C R? opisano je s
D={(z,y) |[0<2<1, 0<y<V1-z2},
dok je g(z,y) = V1 —a% —y? Iz

99(z,y) x 9g(x,y) _ Y

Ox V1—a22 -y dy V1—a22—y?

dg 2 dg 2 1
1 hi-s A
i (396) i <3y) 1—a? —y?

slijedi
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pa je
1 V1—z2
1
1= [ [ ey VimE e ———ayis
S Vi-a?—y?
_Jz=rcosp, pel0,m/2]
N Yy = rsin, rE[O,l]
T/2 1
d
://(rcosap—i—rsinap—i—\/l—r?)%d@
0 0 v
™/2 1 ) /2 1
= cos p +sin ) dyp - ridr—i— de | rdr=---
1 2
0 -r o
3
= -
4

3.3 Plosni integral vektorskog polja

Orijentaciju plohe u danoj tocki definiramo kao orijentaciju normale tangen-
cijalne ravnine u toj tocki — svaka tocka ima dvije moguée orijentacije. Zanimaju
nas samo dvostrane plohe, odnosno plohe koje imaju dvije neprekidne orijentacije

(vidi sliku B).

Slika 3.6: Neprekidne orijentacije glatke plohe

Primjer jednostrane plohe koja nema dvije ve¢ samo jednu neprekidnu orijen-
taciju je Mobiusova vrpca prikazana na slici B2

Parametarska jednadzba Mobiusove vrpce poluSirine a i sredisnje kruznice
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(5+u*cos(v/2))*cos(v), (5+u*cos(v/2))*sin(v), u*sin(v/2) ——

Slika 3.7: Mobiusova vrpca

radijusa r je
x = (r 4+ ucos(v/2)) cos v,
y = (r +wucos(v/2))sinv, u € [—a,a], ve|0,2n],

z = usin(v/2).

Mobiusova vrpca se koristi kod konvejerskih traka kako bi se "obje” strane
podjednako trosile i kod vrpca za beskona¢no snimanje pri cemu se ujedno udvos-
trucuje kapacitet snimanja.

Kod po dijelovima glatkih ploha sve dijelove moramo orijentirati suglasno
kako je prikazano na slici

Kod zatvorenih ploha (na primjer, sfera) imamo vanjsku i unutrasnju orijen-
taciju (vidi sliku B3).

Jedna od neprekidnih orijentacija dvostrane plohe S zadane jednadzbom
z=g(z,y), (x,y)eDCR?

je dana poljem jedini¢nih vektora normale,

dg. Jg.
99 Y50k
oz ! dy +

@)+ ()

ng =
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Slika 3.8: Orijentacija po dijelovima glatke plohe

=

Slika 3.9: Vanjska i unutrasnja orijentacija sfere
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—
Plohu orijentiranu u smislu polja ng oznacavamo s S'. Druga neprekdina orijen-
tacija plohe S je —ng, a plohu orijentiranu pomocu te orijentacije ozna¢avamo s
«—

S.

Definicija 3.4 Nekajew : D' — 1, D’ C R3, neprekidno vektorsko polje. Neka
je glatka ploha S C D’ zadana funkcijom

z=yg(xy), (z,y) €D,

gdje je D otvoren skup s rubom koji je po dijelovima glatka zatvorena krivulja.
Plosni integral vektorskog polja w po orijentiranoj plohi D je broj

[ (o (o) )

Koriste¢i definicije polja jedini¢nih normala ng i elementa povrsine dS, uz
oznaku

—
dS =mnydS,
mozemo pisati
—
//WdS://W-nOdS. (3.2)
K S

Ovaj izraz nam ujedno daje i vezu plosnog integra_l)a prve i druge vrste — plosni
integral vektorskog polja w po orijentiranoj plohi S jednak je plosnom integralu
skalarnog polja w - ng po neorijentiranoj plohi S

Plosni integral vektorskog polja po po djelovima glatkoj plohi ? sastavljenoj
— —

od suglasno orijentiranih ploha S1,..., S definiramo kao
— — — —
//wdS://wdS+//wdS+---+//wdS.

s Ef EE S

— —
U fizici se [[wdS zove tok ili fluks vektorskog polja w kroz plohu S'.
s

Bez dokaza navodimo sljedeée tvrdnje:

! Orijentacija plohe ukljucena je kroz izbor polja jedini¢nih normala, odnosno o orijentaciji
ovisi da li ¢emo uzeti polje ng ili polje —ny.
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(i) plosni integral vektorskog polja ne ovisi o parametrizaciji plohe, ali promje-
nom orijentacije mijenja predznak,

— —
/ wdS = —/ wdS.
El 5
(ii) plosni integral vektorskog polja je linearan, odnosno
— — —
//()\w+,uu)d5 :)\//wdS +,u//ud5.
s s s

Polje jedini¢nih normala ny mozemo izraziti i pomocéu kosinusa smjerova [M1,
§3.6],
ng = cosai+ cos Bj—+ cosvyk,

pri ¢emu su cos a, cos 3 i cosy funkcije od x, y i 2. Tada izraz [B2) mozemo
zapisati kao

//Wd? = / (wy cos a 4wy cos B + w, cos 7y) dS.
5 S
Koristeé¢i formulu BI)) za ny imamo

1
dg 2 dg 2’
1 il i
¢_+&%>+<&)
//wzcosde://wzdacdy.
S S

No, ako plohu S opiSemo pomoc¢u projekcije na yz-ravninu funkcijom

cosy =

pa je

w:gl(yvz)v (yvz) eDla

tada je
dg1. Oq .
———j——=k+i
ng = 8y 282 2’ COS ¥ = 12 27
dn o 091 01
’w+(@)+(&) %”(@ B\
pa je

//wmcosadS://wxdydz.
S S
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Slicno, ako plohu S opisemo pomocu projekcije na xz-ravninu funkcijom

yZQQ(.%',Z), (II,',Z) €D27

//wycosﬂdS://wyd:cdz
S S
—
//WdS ://wxdydz+wydxdz+wzd:cdy.
S

—

S

tada je

pa imamo

Kod primjene ove formule joSe treba ispravno odrediti predznak integrala:

e kod prvog integrala, [[qw, dydz, predznak ce biti 7+ ako je kut izmedu
trazene normale i vektora i manji ili jednak /2,

. T
Z(l’lo, 1) < 5’

a u protivnom ¢e predznak biti 7 —";

e kod drugog integrala, [, g Wy dx dz, predznak ce biti ”+” ako je kut izmedu
trazene normale i vektora j manji ili jednak 7/2, a u protivnom ¢ée predznak
biti 7 —="; 1

e kod treceg integrala, [[qw. dx dy, predznak ¢e biti ”+” ako je kut izmedu
trazene normale i vektora k manji ili jednak 7 /2, a u protivnom ¢e predznak

biti 7 =" (vidi primjer BI).

Kako smo u izvodu prethodne formule zadanu plohu projicirali na tri koordi-
natne ravnine, plosni integral vekorskog polja jos zovemo i integral po projekci-
jama. Uz oznake ([ZJ) iz prethodnih formula slijedi

//dedz—i—@dxdz—i—Rdxdy: //(Pcosa—i—Qcosﬁ—i—RCOS’y)dS.
g S

Primjer 3.2 Izracunajmo

I://:C2dydz+y2dxdz+22dxdy,
5+

gdje je ST vanjska strana desne polusfere 22 + y? + 22 = a2
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Slika 3.10: Desna orijentirana polusfera

a) Integral ¢emo prvo rijesiti svodenjem na plosni integral skalarnog polja prema
definiciji Bl Ploha je prikazana na slici B-I0

Vidimo da se oba dijela plohe, S7 i So projiciraju na isti skup D u xy-ravnini
vrijedi

D={(z,y)| —a<z<a, 0<y<a2— a2},

St . z=vVa—a =y (my) €D,

S, ... zi=—@E-@Z_ (zy)eD.

Za plohu S; vrijedi (uz a > 0)

0z —x 0z —y
oxr a2 — 22 — y2’ oy a2 — 22 — y2
i
€ .
Y Jt+k

i+
(1)_\/&2—$2—y21 \/a2—x2—y2

2 2
£ Y
\/1+a2—x2—y2+a2—x2—y2

T . . a* — x4 —
N
a a a
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Dakle,

—
sy

T
:// z? +y? Y +a—x?—y?
fa2 — 22 — o2 a2 — 22 — 2
D

Za plohu Sy vrijedi

dx dy.

0z x 0z Y
or a2 — 22 — y2’ oy a2 — 22 — 2
pa je
2 _ 22 _ 2
n? o Ty Uy Ve et oyt
a a a

No, kako nam je potrebna vanjska normala plohe S5, umjesto polja vanjskih

normala n(02) uzet ¢emo polje n(02)7 sto daje

—
S5

2 z 2 Y
ZL//‘ T +y
2 2 2 2 2 2
( v a T Y \Va T Y

Konacno,

—a+x2+y2> dx dy.

x=rcosp, ¢€][0,7] }

x3+y3
I:Il+12:2é/—*QQ_(BQ_y?dwdy:{y:rsin@’ re[oja]
™

CL4

a
3
ror
=2 3 sin® p)dy - | ——=dr=---= —.
/(005 © + sin go)go/mr 5 7
0

0

b) Sada ¢emo itegral rijesiti direktno po projekcijama,

1= //w2dydz+y2dxdz+z2dxdy =N+ 1+ Is.
S+
Za integral Iy, ploha S se projicira na polukruznici prikazanu na slici B-TTl

Za polovicu polusfere za koju je > 0 uzimamo predznak "+ jer je ku vanjske
normale s vektorom i manji ili jednak /2, a za polovicu plosfere za koju je
x < 0 uzimamo predznak ”—" (vidi sliku BI0) pa uz 22 = a? — y? — 22 vrijedi

L = //(aQ—y2—22)dydzE//(a2—y2—z2)dyd,2:0.
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77

—a —a

Slika 3.11: Projekcije desne orijentirane polusfere na yz-ravninu i xy-ravninu

Analogno, za I3 imamo

I3 =¥ //(aQ—:c2—y2)dacdy2//(az—xQ—yQ)d:cdy:(),
D3 D3

gdje je D3 prikazan na slici B 111

Za I3 se cijela ploha S projicira na sredisnji krug radijusa a u zz-ravnini.
Predznak integrala je "+ jer vanjska normala zatvara s vektorom j kut manji
ili jednak /2 (vidi sliku BI0). 1z y? = a® — 2% — 2% konaéno imamo

Pmn =t [ s = Ay { D10 pE bl
D2

z=rsingp, re€|0,a

271 a

2 4
://(az—TQ)rdrdQO:%r <a2% - %)

0 0

a CL4

= .
0 2

Zadatak 3.2 Rijesite integral iz primjeraBBIlsvodenjem na plosni integral skalar-
nog polja ali tako da plohu ne treba rastavljati na dva dijela. Objasnite fizikalno
rjesenje primjera Bl na nacin b).

3.4 Teoremi o divergenciji, gradijentu i rotoru

Cirkulaciju vektorskog polja w kroz zatvorenu orijentiranu plohu S oznacavamo

—
ﬂwds.
S
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Zatvorenu plohu koja omeduje zatvoreno podrucje V. C R3 (rub podrucja V)
—
oznacavamo s 0V odnosno s 0V ukoliko je ploha orijentirana.

Teorem 3.1 (Teorem o divergenciji, Gauss-Ostrogradski formula) Neka
jew : V! — Vy neprekidno diferencijabilno vektorsko polje i neka je V C V' C R3
zatvoreno podrucje omedeno sa po dijelovima glatkom plohom OV (koja ne presi-

jeca samu sebe). Neka je ploha 8_‘} orijentirana poljem vangskih normala. Tada
vrijedi
///divde :ﬂw-nods.
v ov

Teorem Bl daje jedno poopéenje Greenovog teorema na trodimenzionalni
sluéaj. Naime, u dvodimenzionalnom prostoru Greenovu formulu iz teorema [Z2,

I <@_5_P> dady= § Pz +Qy

c

mozemo neformalno interpretirati kao:

integral ”derivacije” po plohi = cirkulacije po orijentiranoj
omedenoj zatvorenom krivuljom krivulji koja omeduje plohu

Analogno, Gauss-Ostrogradski formulu mozemo interpretirati kao

integral ”derivacije” po volumenu = cirkulacija po orijentiranoj
omedenom zatvorenom plohom plohi koja omeduje volumen
Uz oznake

w=Pi+Qj+ Rk, ng = cosai+ cosGj+ cosvk,
teorem Bl mozemo pisati u skalarnoj formi:
oP 0 OR
///( —Q—i—a—) d(L‘dde:#(PCOSO&-FQCOSﬁ-l—RCOS")/)dS.
z
v
Primjer 3.3 Izracunajmo

I:ﬂxgdydz+y3dxdz+z3dxdy,

—

S
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—

gdje je S sfera 22 + 4% + 22 = a? orijentirana poljem vanjskih normala. Iz
w=231+vy3j+ 22k, divw = 322 + 3y% + 322,

primjenom Gauss-Ostrogradski formule i prelaskom na sferne koordinate imamo

x=rcospsinf, ¢ e 0,27]
I:///(3x2+3y2+3z2)dxdydz: y=rsingsinf, 60 ¢€[0,n]

z=rcosf r € [0,q]
J =r%sind
27 ™ a
. 2 9 12 4
=3 [ dy [sinfdf [ r*-r dr:Ewa.
0 0 0

Primjer 3.4 Izracunajmo

I:ﬂxdydz+ydxdz+zdmdy,

—

S

gdje je S proizvoljna po djelovima glatka zatvorena ploha koja omeduje podrucje
V C R3, a orijentirana je poljem vanjskih normala. Vrijedi

I:/V//(l—i—1+1)dxdydz:3/v//d:cdydz:?;V/dV.

Dakle, volumen podruc¢ja V jednak je

1
V(V)= —#mdydz+ydxdz+zdmdy.

3

—

S

Ova formula je poopéenje korolara 21l za n = 3.

Kao sto smo ve¢ kazali, Teorem o divergenciji daje vezu dvostrukog integrala
po plohi i trostrukog integrala ”derivacije” po podruc¢ju omedenom tom plohom.
Imamo jos dvije sli¢ne veze. Definirajmo intregrale

[ o= o o o
//WdS—1//wde+J//wde+k//wzdS

U iskazima sljedeca dva teorema V' je podrucje omedeno s po dijelovima glat-
kom plohom 0V, a ng je polje vanjskih normala.
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Teorem 3.2 (Teorem o gradijentu) Vrijedi

/V//gradfdv :ﬂfnodS

ov
:iﬂfcosad5+jﬂfcosﬂd5+kﬂfcos'yd5.
ov )% ov

Teorem 3.3 (Teorem o rotaciji) Vrijedi

/V//rotde :#(no X w)dS.

ov

3.5 Stokesova formula

Stokesova formula je poopéenje Greenove formule iz poglavlja na plohe i
krivulje u prostoru.

Konzistentna orijentacija plohe i njenog ruba je kda orijentacija ruba zajedno
s normalom u svakoj tocki plohe ¢ine desni koordinatni sustav. Mozemo se izraziti
i drukcije: plohu i njen rub orijentiramo tako da gledano iz vrha bilo koje normale
rub bude pozitivno orijentiran. Konzistentne orijentacije plohe prikazane su na
slici

Slika 3.12: Konzistentne orijentacije plohe i njenog ruba

Teorem 3.4 (Stokes) Neka je w : D — Vy neprekidno diferencijabilno vek-
—

torsko polje, pri cemu je D C R3 otvoren skup. Neka je S po dijglom’ma glatka

ploha orijentirana poljem jedinicnih vektora normale ng i neka je 0S konzistentno
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(0S je po dijelovima glatka krivulja). Tada vrijedi

N
rotwdS :jtlgw dr:%w-tods.
8*35' o8

orijentiran tub plohe

miQ W]

U skalarnom obliku Stokesova formula glasi

}I{Pdm+Qdy—|—Rdz:// a—R—a—Q cosa +
dy 0z
S

S
OP OR 0Q OP
+ <E — %> COSﬁ-I— (% — 6_y> COS’y:| dS

Primjer 3.5 Izracunajmo cirkulaciju vektorskog polja

w=2z?yi+j+zk

z2=1/2— a2 — 2

orijentiranog u negativnom smislu gledano iz vrha vektora —k.

duz ruba plohe

Ploha S je gornja polusfera rdaijusa v/2. Iz slike zakljuéujemo da je
ploha S orijentirana vanjskom normalom sfere 2% 4+ y2 4 22 = 2 te da je rub plohe
kruznica K koja omeduje krug D.

g

7 .
//Wﬁ y

X
Slika 3.13: Gornja polusfera i njen rub

Izracunajmo cos «, cos (3 i cosy (odnosno ng) kako bi primijenili skalarni oblik
Stokesove formule. Vrijedi

: L, V2—a? -y
ng — 1+ J+Tyk

Yy
V2

Sl s
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pa je

I:f(nyzdx—i— dy + zq, dz)
K

//[0 0—+(0 0)7+(0 322y )V2_f;_y]ds.

Ovo je plosni integral skalarnog polja kojeg ¢emo rijesiti projiciranjem plohe S
na zy-ravninu — projekcija je sredisnji krug D radijusa v/2. Dakle,

V2= a2 — 2 )
I:// (=322 4?) - T V2 dx dy

V2 V2—a?—y?
[ x=rcosp, ¢ecl0,27]
3// dxdy_{y:rsingo, r € [0,v/2]
D
27r\/§

3//7"2(308 o-r¥sinfg-rdrdo=--- = —m.
0 0
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